Mi-session

e Il n’y a pas cours la semaine prochaine.

e Le deuxiéme examen de mi-session est le mardi 30 octobre, dans
cette classe.

e Arrivez & I'’heure, il n’y aura pas de temps supplémentaire ajouté.

o Les calculatrices, appareils électroniques et formulaires sont
interdits.

o Apportez votre carte d’étudiant.

e L’examen portera sur les cours 1 & 11.

Cours 12 18 octobr



Objectif pour aujourd’hui

On sait que 'ensemble des solutions d’un systéme homogéne Ax =0 a
I’allure d’un point, d’une droite, d’un plan, ...qui passe par 'origine.
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Objectif pour aujourd’hui

On sait que 'ensemble des solutions d’un systéme homogéne Ax =0 a
I’allure d’un point, d’une droite, d’un plan, ...qui passe par 'origine.

On veut comprendre ces objets intrinséquement (indépendamment d’un
systéme linéaire).
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Sous-espaces

Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R” si

Q le vecteur nul 0 est dans H,
© si les vecteurs v et w sont dans H, il en est de méme pour v + w,

© si k est un scalaire et v un vecteur de H, alors kv est aussi dans H.
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Sous-espaces

Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R” si
Q0cH
Q@ vweH=v+weH
@ kcRetveH=kve H
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Sous-espaces

Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

QvweH=v+weH

@ keRetve H=kveH

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas satisfaite, alors H
n’est pas un sous-espace.
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

Q@QvweH=v+weH
Q@ kecRetveH=kveH

L’ensemble H = =1 est-il un sous-espace de R3?
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

Q@ vweH=v+weH
@ keRetveH=kveH

1
L’ensemble H = =1 est-il un sous-espace de R3?
2
0
Solution: Non, car (0| ¢ H.
0
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

Q@QvweH=v+weH
Q@ kecRetveH=kveH

1 0
L’ensemble H = —1!, 10 est-il un sous-espace de R3?
2 0
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

Q@ vweH=v+weH
@ keRetveH=kveH

1 0
L’ensemble H = 11,10 est-il un sous-espace de R3?
2 0
1 1 2
Solution: Non, car |—1| € H mais 2 |-1| = |-2| ¢ H.
2 2 4
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q@0cH
@ vweH=v+weH
Q@ kcRetveH=kveH

| \

Exemple

t
L’ensemble H = } t est un réel p est-il un sous-espace de R??

N
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q0cH

Q@ vweH=v+weH
@keRetve H=kveH

t
L’ensemble H = ) ‘ t est un réel p est-il un sous-espace de R??
t
1 2
Solution: Non, car €eH(t=1)et € H (t =2) mais
1 4
1
+ = ¢ H.
1
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q@0cH
@ vweH=v+weH
Q@ kcRetveH=kveH

Exemple

| \

L’ensemble H = } t >0 p est-il un sous-espace de R??

N
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q@0cH
Q@ vweH=v+weH
Q@keRetveH=kveH

| A\

Exemple
L’ensemble H = } t >0 p est-il un sous-espace de R??
2t
i 1 . 1 -1
Solution: Non, car € H (t=1) mais —1 = ¢ H.
2 2 -2
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Un sous-ensemble H C R™ est un sous-espace de R" si
Q@0cH
@ vweH=v+weH
Q@ kcRetveH=kveH

Exemple

| \

t
L’ensemble H = } t est un réel p est-il un sous-espace de R??
2t

N
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L'ensemble H = {[4,] | ¢ est un réel} est-il un sous-espace de R??

Solution: Oui:

0
O En choisissant t = 0, est dans H.
0
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L'ensemble H = {[4,] | ¢ est un réel} est-il un sous-espace de R??

Solution: Oui:

0
O En choisissant t = 0, est dans H.
0

t s
@ En considérant et dans H (pour des scalaires t, s),

2t 2s
t s t+s t+s
+ = = est aussi dans H.
2t 2s 2t + 2s 2(t + s)

MAT 1702 C Cours 12 18 octobre, 2018 10 / 22



L'ensemble H = {[4,] | ¢ est un réel} est-il un sous-espace de R?? \

Solution: Oui:

0
O En choisissant t = 0, est dans H.
0

t s
@ En considérant et dans H (pour des scalaires t, s),

2t 2s
t s t+s t+s
+ = = est aussi dans H.
2t 2s 2t + 2s 2(t + s)

t
@ En considérant dans H (pour un scalaire t) et k € R, le
2t

kt kt
vecteur k = = est dans H.

2t k2t 2(kt)
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0
L’ensemble H = est-il un sous-espace de R??
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L’ensemble H =

est-il un sous-espace de R??

0
Solution: Oui:

0

o est dans H.
0

0 0

Q + = est dans H.
0 0 0
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Espaces engendrés

On a vu que

| t est un réel p = Vect
2t 2

= Vect
0 0

sont des sous-espaces de R2.
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Espaces engendrés

On a vu que

| t est un réel p = Vect
2t 2

= Vect
0 0

sont des sous-espaces de R2.

Plus généralement,

Soient vy, ..., vy, des vecteurs de R™. Alors Vect (vy,...,v;,) est un
sous-espace R™.
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Soient vi, ..., vy, des vecteurs de R™. Alors Vect (vy,...,Vvy,) est un
sous-espace R™.

Explication:
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Soient vi, ..., vy, des vecteurs de R™. Alors Vect (vy,...,Vvy,) est un
sous-espace R™.

Explication:
@ 0 est dans Vect (vy,...,Vy,) puisque 0 = 0vy + - - - + Ov,y,.
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Soient vi, ..., vy, des vecteurs de R™. Alors Vect (vy,...,Vvy,) est un
sous-espace R™.

Explication:
@ 0 est dans Vect (vy,...,Vy,) puisque 0 = 0vy + - - - + Ov,y,.
@ Considérons ¢1vy + -+ v €t d1vy + - - - + dy Vi, deux vecteurs
de Vect (vi,...,Vvy,). Alors,
(avi+-+emVm) +(divi+ -+ dnvm)
=cvi +divi + -+ Vi + diVin
= (c1 +di)vi+ -+ (cm + din) Vi

est aussi dans Vect (vi,...,Vp).
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Soient vi, ..., vy, des vecteurs de R™. Alors Vect (vy,...,Vvy,) est un
sous-espace R™.

Explication:
@ 0 est dans Vect (vy,...,Vy,) puisque 0 = 0vy + - - - + Ov,y,.
© Considérons ¢1vy + -+ ¢V €t d1vy + - - - + dp Vi, deux vecteurs
de Vect (vi,...,Vvy,). Alors,
(avi+-+emVm) +(divi+ -+ dnvm)
=c1vy+ dlvl + o+ eV + dmvm
=(c1+di)vi+ -+ (cm+dn)Vvm
est aussi dans Vect (vi,...,Vp).

@ Considérons c;vy + - - - + ¢ Vi, un vecteur de Vect (vy,...,vy,) et
k un scalaire. Alors,

k(v + - 4 emVim) = kervi + - + kemVim

est aussi dans Vect (vi,...,Vp).
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Est-ce que H = Yy r 42y —2z=0p est un sous-espace de R3?
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Est-ce que H = Yy x4 2y —2z=0p est un sous-espace de R3?

z

Solution: x + 2y — z = 0 est un systéme linéaire homogéne. Sa solution
générale est x* = —2y + z avec y et z des variables libres.
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Est-ce que H = Yy x4 2y —2z=0p est un sous-espace de R3?

z

Solution: x + 2y — z = 0 est un systéme linéaire homogéne. Sa solution

générale est © = —2y + z avec y et z des variables libres. Donc
T —2y+z —2 1
z z 0 1
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Est-ce que H = Yy x4 2y —2z=0p est un sous-espace de R3?

z

Solution: x + 2y — z = 0 est un systéme linéaire homogéne. Sa solution

générale est © = —2y + z avec y et z des variables libres. Donc
T —2y+z —2 1
z z 0 1
-2 1
Et donc H = Vect 11,10 et H est un sous-espace de R? par le
0 1

fait précédant.
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b—c
Est-ce que H = a—+ 2b | a,b,c € R » est un sous-espace de R3?

b+c
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b—c
Est-ce que H = a-+2b | a,b,c € R} est un sous-espace de R3?

b+c

Solution: Un vecteur de H peut étre écrit sous la forme

b—c 0 1 -1
a+2b|l =a |l +b|2]+c]| O
b+c 0 1 1

MAT 1702 C Cours 12 18 octobre, 2018



b—c
Est-ce que H = a-+2b | a,b,c € R} est un sous-espace de R3?

b+c

Solution: Un vecteur de H peut étre écrit sous la forme

b—c 0 1 -1
a+2b| =a|l| +b[2] +c| O
b+c 0 1 1
0 1 -1
Donc H = Vect 11,12, 0 et H est un sous-espace de R? par
0 1 1

le fait précédant.
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Est-ce que R est un sous-espace de R®?
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Est-ce que R® est un sous-espace de R>? \

Solution: Evidemment oui! On peut facilement vérifier les trois
conditions de la définition ou écrire R® comme

1] [o

0 1
R5 = Vect of,1(0],

0 0

0] [0

o O = O O

0
0
0f
1
0

= o o o O
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Espace colonne d’une matrice

Soit A une matrice m x n. L’espace colonne de A est le sous-espace
de R™ engendré par les colonnes de A. On le note Col(A) (ou Im(A)).
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Espace colonne d’une matrice

Soit A une matrice m x n. L’espace colonne de A est le sous-espace
de R™ engendré par les colonnes de A. On le note Col(A) (ou Im(A)).

Si A= {al an}, alors Col(A) = Vect (ai,...,a,).
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Espace colonne d’une matrice

Soit A une matrice m x n. L’espace colonne de A est le sous-espace
de R™ engendré par les colonnes de A. On le note Col(A) (ou Im(A)).

Si A= {al an}, alors Col(A) = Vect (ai,...,a,).

Le vecteur b € R™ est dans Col(A) si et seulement si
b € Vect (ay,...,a,). De maniére équivalente, b € Col(A) si et
seulement si le systéme Ax = b est compatible.
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Espace colonne d’une matrice

1 2 -1
Soit A= |0 —1|. Est-ce que | 2 | est dans Col(A)?
2 6 3
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Espace colonne d’une matrice

1 2 -1
Soit A= |0 —1|. Est-ce que | 2 | est dans Col(A)?
2 6 3

Solution:
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Espace colonne d’une matrice

1 2 -1
Soit A= |0 —1|. Est-ce que | 2 | est dans Col(A)?
2 6 3

Solution: Non.
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Noyau d’une matrice

Soit A une matrice m X n. Le noyau (ou espace nul) de A est le
sous-ensemble de R™ qui contient tous les vecteurs x tels que Ax = 0.
On le note Null(A) (ou Ker(A)).
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Noyau d’une matrice

Soit A une matrice m X n. Le noyau (ou espace nul) de A est le
sous-ensemble de R™ qui contient tous les vecteurs x tels que Ax = 0.
On le note Null(A) (ou Ker(A)).

Null(4) = {x € R"| Ax = 0}
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Noyau d’une matrice

Soit A une matrice m X n. Le noyau (ou espace nul) de A est le
sous-ensemble de R™ qui contient tous les vecteurs x tels que Ax = 0.
On le note Null(A) (ou Ker(A)).

Null(4) = {x € R" | Ax = 0}

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".
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yau d’une matrice

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Explication:
@ 0 € Null(A) puisque A0 = 0.
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Noyau d’une matrice

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Explication:
@ 0 € Null(A) puisque A0 = 0.
@ Si v, w sont dans Null(A4), alors Av =Aw =0 et

Av+w)=Av+Aw =04+0=0

Cela veut dire que v+ w € Null(A4).
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Noyau d’une matrice

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Explication:
@ 0 € Null(A) puisque A0 = 0.
@ Si v, w sont dans Null(A4), alors Av =Aw =0 et

Av+w)=Av+Aw =04+0=0

Cela veut dire que v+ w € Null(A4).
@ Si v est dans Null(A) et k est un scalaire, alors Av = 0 et donc

A(kv) =k(Av) =k0=0

Cela signifie que kv € Null(A4).
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yau d’une mat

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Cela veut dire que I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

homogeéne est toujours un sous-espace. En particulier, une droite ou un
)

plan qui passe par l'origine est un sous-espace.
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Noyau d’une matr

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Cela veut dire que I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

homogeéne est toujours un sous-espace. En particulier, une droite ou un
)

plan qui passe par l'origine est un sous-espace.

Cependant, ’ensemble des solution d’un systéme non-homogéne
Ax = b oit b # 0 n’est pas un sous-espace. En effet, 0 n’y appartient
pas.
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Noyau d’une matrice

Si A est une matrice m X n, alors Null(A4) est un sous-espace de R".

Cela veut dire que I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

homogeéne est toujours un sous-espace. En particulier, une droite ou un
)

plan qui passe par l'origine est un sous-espace.

Cependant, ’ensemble des solution d’un systéme non-homogéne

Ax = b ou b # 0 n’est pas un sous-espace. En effet, 0 n’y appartient
pas. En particulier, une droite ou un plan qui ne passe pas par Porigine
n’est pas un sous-espace.
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Sous-espaces

Théoréme

Soit H un sous-ensemble de R™. Les énoncés suivants sont équivalents:
@ H est un sous-espace de R".

o Il existe des vecteurs ay,...,a, dans R" tels que
H = Vect (ay,...,ap).

Il existe une matrice A de taille n x p telle que H = Col(A).

Il existe une matrice B de taille m x n telle que H = Null(B).

o H est I’'ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogeéne.
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