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Calcul différentiel |rltI’OC|UCti0rl

Apparu a la fin du XVII-eme siecle, le terme mathématique
fonction doit son introduction en Analyse, au mathématicien
Leibniz et son formalisme, aux mathématiciens: Jean
Bernoulli, Euler et Fourier. Cette notion est familiere. En
effet, elle fait surface dés qu'une grandeur dépend d'une
autre. Le diametre d'un cercle oar exemple dépend du rayon
du cercle, car d = 2r. Ainsi, a chaque nombre positif r,
correspond une valeur du diameétre d. On dit alors que le
diametre du cercle est une fonction du rayon r, du cercle.
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Définition
Une fonction est une relation mathématique qui a tout
élément x d’une partie | de R associe un et un seul réel y.

On la note:
f: I—R (1)
x+— y = f(x)
Cette relation mathématique est exprimée par I'équation:

y = f(x). Toute fonction est une relation. Cependant, toute
relation n’est pas une fonction.
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Calcul différentiel

o Le réel x est appelé: antécédent de y. Il constitue la
variable indépendante dede y = f(x).

e Le réel f(x), aussi noté y, est appelé: image de x par
f. Clest la variable dépendante de y = f(x).

Une fonction f ne peut attribuer plus d'une valeur réelle
y = f(x) a un antécédent x. A chaque antécédent
correspond au plus une image.
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Coleul différentiel O pérations sur les fonctions

Fonctions usuelles
Limite d'une
fonction \

Continuité d'une

m"m”_ , Théoreme

e e Soient f, g deux fonctions et o € R. Alors, les fonctions
f+g, af, fg, f/g sont respectivement définies comme
suit:

Toute fonction qui résulte de I'une de ces opérations est dite:
algébrique.
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Caleul difiérentiel  Composition des fonctions

Définition
Etant données deux fonctions f et g, la fonction composée,
notée g o f est définie par:

(g o F)(x) = glf(x)]- (2)

Dans I'écriture g o f, la premiere fonction intervenant dans
cette opération est f, la seconde est g. De plus, le symbole
o est la loi ou I'opération permettant de composer des
fonctions. Enfin, étant données deux fonctions, f et g, la
composée f o g obéit a la méme définition.
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Composition des fonctions

Théoreme
Soient f, g et h trois fonctions. Alors

e La loi de composition o n'est pas commutative,
c’est-a3-dire:

gof#fog. (3)
e La loi de composition o est associative, c'est-a-dire:
(hog)of =ho(gof). (4)

e [ a fonction identité id est |'élément neutre de la loi de
composition o, c'est-a-dire:

=),

foid=idof=f. (5)
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Caleul differentiel  Fnsemble de définition d’une fonction ”

Définition
L’ensemble de définition Ef, d’une fonction f est |'ensemble
des valeurs de x pour lesquelles f(x) existe, c'est-a-dire:

Er = {xeR:f(x)eR}. (6)

En d'autres termes, |'ensemble de définition d'une fonction
est I'ensemble de toutes les valeurs possibles que sa variable
indépendante peut prendre.

On dit que f existe sur Ef ou f est définie sur Ef si Ef est
son ensemble de définition.
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Caleul differentiel  Fnsemble de définition d’une fonction
Fonctions usuclles — ENsemble de définition d'une fonction algébrique

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction

Dérivabilité d'une , N
fonction Theoreme

Soient f et g deux fonctions respectivement définies sur E¢
et Eg et o € R. Alors, les fonctions f + g, af, fg, f/g ont
respectivement pour ensembles de définition:

Efig = ErNEg
Eor = Ef
Efg = (4| Eg

Erjg = {x€ErnNE;: g(x)#0}.
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Calal difiérentiel  Ensemble de définition d’une fonction
Fonctions usuclles — ENsemble de définition d'une fonction composée

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Théoreme

Soient f et g deux fonctions respectivement définies sur E¢
et E;. Les fonctions g o f et f o g ont respectivement pour
ensembles de définition:

Egof' = {X € Ef: f(X) S Eg}
Efog = {X S Eg : g(x) S Ef}.
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Calcul différentiel Ensemble

de définition d’une fonction

Fonctions usuelles FonCtlonS COmpOSées USUe”eS

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction Cor0||alre

Dérivabilité d'une
fonction

Si f est une fonction, alors la fonction

x — |f(x)| existe si f(x) € R

x — elfCN existe si f(x) € R

x — alf ™) existe si f(x) € R, (a > 0)
x +— In[f(x)] existe si f(x) >0

x > log,[f(x)] existe si f(x) >0

x = [f(x)]* existe si f(x) >0, («a #0)
x = [f(x)]* existe si f(x) € R, (« € N)

=),
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Caleul differentiel  Fnsemble de définition d’une fonction

Fonctions usuelles FOnCt|OnS com pOSéeS USUEHGS
Limite d'une
fonction .

Continuité d'une Coro”alre \
fonction Si f est une fonction a variable réelle, alors

Dérivabilité d'une
o x — X/f(x) existe si f(x) >0, (peN)
x —~ PR/f(x) existe si f(x) € R, (p e N)

x > sin[f(x)] existe si f(x) € R

x > cos[f(x)] existe si f(x) € R

x +— tan[f(x)] existe si f(x) # g + km, (k€ Z)

x — cot[f(x)] existe si f(x) # km, (k € Z)

x — cosh[f(x)] existe si f(x) € R
x — sinh[f(x)] existe si f(x) € R

x +— tanh[f(x)] existe si f(x) € R
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Caleul différentiel  Fnsemble de définition d’une fonction
Fonctions usuelles FOnCt|OnS COmpOSées USUEHGS

Limite d'une

fonction
Continuité d'une
;tm .. Corollaire
fonction Si f est une fonction a variable réelle, alors
x — Arcsin[f(x)] existe si —1 < f(x) <1
x — Arccos[f(x)] existe si —1 < f(x) <1
x — Arctan[f(x)] existe si f(x) € R
x — Arccot[f(x)] existe si f(x) € R
x — Argsinh[f(x)] existe si f(x) € R
x — Argcosh[f(x)] existe si f(x) > 1
x +— Argtanh[f(x)] existe si — 1 < f(x) < 1.
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Caleul differentiel  Fnsemble de définition d’une fonction
Fonctions usuelles Forglité de deux fonctions

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Théoreme
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur E¢
et E;. Les fonctions f et g sont égales et on écri:t f = g si

Ef = E

Vx € Ef, f(x) = g(x). @
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Gl difitrentiel  Courbe repésentative d’une fonction

Fonctions usuelles
Limite d'une
fonction
Continuité d'une
e Définition
fonion ¢ Soit f une fonction définie sur Ef. La courbe représentative
de f dans un repere orthonormé (O, Iﬁ,f) est I'ensemble des
points M(x, f(x)) du plan tels que x € E¢, c'est-a-dire:
Cr = {(x,f(x)) : x € Ef} (8)
La relation mathématique y = f(x) régit I'équation
cartésienne dans le plan de la courbe représentaive de la
courbe de la fonction f.
A
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Courbe repésentative d’une fonction

Théoreme (Test de la droite verticale)

Une courbe du plan (Oxy) est la courbe représentative d'une
fonction f si et seulement si aucune droite verticale

(D) : x = a, a € R, ne l'intersecte plus d’une fois.

Définition (Parité)

Soit f une fonction définie sur Er.

e On dit que la fonction f est paire si

x € Efrs —x e Ef
Vx € Ef, f(—x)=f(x).

e On dit que la fonction f est impaire si

=),
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{ x € Ef&s —x € Ef (10)

Vx € Ef, f(—x) = —f(x).



Calcul différentiel

Courbe repésentative d’une fonction
Parité

Les fonctions x — x2, x — cosh x, x — cos x, etc, sont
paires tandis que les fonctions x — x3, x — sinx,
X +— tan x, x — tanh x, etc, sont impaires.
Remarques:
Soit f une fonction définie sur Er.
e La symétrie de I'ensemble de définition Ef, par rapport
a 0(0,0) est la condition nécessaire de la parité d'une
fonction f, i.e:

x € Ef & —x € Ef.

e |l est suffisant d’ étudier une fonction f, paire ou
impaire sur:

=),

Ef N[0, oof. (11)
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Caleul différentiel  Courbe repésentative d’une fonction
Parité

Remarques:

e La courbe représentative d'une fonction paire f est
symétrique par rapport a I'axe (Oy) du repére
orthonormé (O, ljf) En pratique, elle s'obtient en
complétant sa courbe représentative sur sa restriction
Ef N[0, oof par symétrie par rapport a I'axe (Oy).

e La courbe représentative d'une fonction impaire f est
symétrique par rapport a I'origine O(0,0) du repere
orthonormé (O, I_;J_) En pratique, elle s'obtient en
complétant sa courbe représentative sur sa restriction
Er N[0, oo[ par symétrie par rapport a l'origine O(0, 0).

e Une fonction peut étre ni paire, ni impaire et par

conséquent n'admet ni axe de symétrie (Oy), ni centre
de symétrie O(0, 0).
uOttawa
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Calcul différentiel

Courbe repésentative d’une fonction
Centre de symétrie

Le point I(a, b) est centre de symétrie de la courbe
représentative d’une fonction f définie sur Ef si

a+x€Efesa—xeEr

(12)
Vx € Ef, f(a+x)+ f(a—x) = 2b.

La courbe représentative d'une fonction f admettant /(a, b)
comme centre de symétrie s'obtient en complétant sa courbe
représentative sur sa restriction Ef N [a, oo[ par symétrie par

Fonctions usuelles
Limite d'une
fonction
Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une Deflnltlon
fonction
rapport a ce point.
Py
| uOttawa




Calcul différentiel

Courbe repésentative d’une fonction

La droite d’équation x = a est axe de symétrie de la courbe
représentative d’'une fonction f définie sur Ef si

at+x€eEfsa—xekEr (13)
Vx € Ef, f(a+ x) = f(a— x).
La courbe représentative d'une fonction f admettant x = a

comme axe de symétrie s'obtient en complétant sa courbe
représentative sur sa restriction Ef N [a, oo[ par symétrie par

Fonctions usuelles AXe de Symétr'e
Limite d'une
fonction
Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une Deflnltlon
fonction
rapport a cet axe.
Py
| uOttawa




Gl difitrentiel  Courbe repésentative d’une fonction

Remarques:

e La condition nécessaire pour qu'une fonction f admette
un axe ou un centre de symétrie est que son ensemble
de définition Ef soit symétrique par rapport au point
a € R. Cette symétrie de Ef est traduite par
I'équivalence:

at+x€Efsa—xeEr.

e |'étude d'une fonction admettant soit un axe de
symétrie x = a soit un centre de symétrie /(a, b) peut
se restreindre sur |'intervalle:

EfNa, ool (14)

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Courbe repésentative d’une fonction
Périodicité

Définition
Une fonction f est dite périodique de période T ou
T -périodique s'il existe un nombre T positif tel que:

xeErex+TeEEf

(15)
Vx € Ef, f(x+ T) = f(x)

Théoreme

Soient f une fonction définie sur Es et k un entier naturel
non nul. Si f est T-périodique, alors f est aussi

kT -périodique

=),
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Gl difitrentiel  Courbe repésentative d’une fonction

Périodicité y

Remarques:
Soit f une fonction définie sur Er.
e |l est suffisant d’ étudier une fonction f, T-périodique
sur:

Erna, a+ T, (a €R). (16)

e La courbe représentative d'une fonction T-périodique, f
s'obtient en complétant sa courbe représentative sur sa
restriction Ef N [a, o+ T| par les arcs de courbe qui se
déduisent par translations de vecteur kV, ol k €R et
V(T,0).

=),
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Gl difitrentiel  Courbe repésentative d’une fonction

Abscisses a I'origine - Ordonnées a I'origine y

Définition
Soit f une fonction définie sur Er.

e Une abscisse a l'origine de f est un point ou le graphe
de f coupe I'axe des x. L’ensemble de ces points est:

Cr N (Ox) :={x € Ef: f(x) =0} (17)

e Une ordonnée a I'origine de f est un point ou le graphe
de f coupe I'axe des y. L’ensemble de ces points est:

CrN(Oy) :={x€ Ef: x=0} (18)

Etudier les éventuelles abscisses et ordonnées a I'origine de:

f(x)=|x—3|—4.

=),
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Caleul difiérentiel Courbe repésentative d’une fonction
Transformations de graphes

¢ Translations:

- Le graphe de x — f(x — a) est obtenu en faisant subir a
celui de x — f(x) une translation horizontale de a
unités vers la droite.

- Le graphe de x — f(x + a) est obtenu en faisant subir a
celui de x — f(x) une translation horizontale de a
unités vers la gauche.

- Le graphe de x — f(x) + a est obtenu en faisant subir a
celui de x +— f(x) une translation verticale de a unités
vers le haut.

- Le graphe de x — f(x) — a est obtenu en faisant subir a
celui de x — f(x) une translation verticale de a unités
vers le bas.

=),
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Celel difieentiel Courbe repésentative d’une fonction
Fonctions usuelles Transformat|ons de graphes

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

¢ Réflexions:
- Le graphe de x — —f(x) est obtenu en faisant subir a
celui de x — f(x) une réflexion par rapport a I'axe des
X.
- Le graphe de x — f(—x) est obtenu en faisant subir 3
celui de x — f(x) une réflexion par rapport a I'axe des

y.
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Caleul differentiel  Courbe repésentative d’une fonction
Transformations de graphes

o Etirements (Elongations):

- Si0 < c <1, le graphe de x — f(cx) est obtenu en
faisant subir a celui de x — f(x) un agrandissement
horizontal de rapport 1/c.

- Si ¢ > 1, le graphe de x — f(cx) est obtenu en faisant
subir a celui de x — f(x) un rétrécissement horizontal
de rapport 1/c.

- Si0 < c <1, le graphe de x — cf(x) est obtenu en
faisant subir a celui de x — f(x) un rétrécissement
vertical de rapport c.

- Si ¢ > 1, le graphe de x — cf(x) est obtenu en faisant
subir a celui de x — f(x) un agrandissement vertical de
rapport c.

=),
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Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles FonCtionS pO|yn6meS

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

E))ir;:iaot:\ité d’une Déf'nltlon
Une fonction polynéme de dégré n € N est une fonction p

p: R—R (19)
n
X —> Zakxk,
k=0

ot aj € R, pour tout i € {1,...,n} et a, # 0. Ces
constantes sont appelées: coefficient de la fonction
polynéme.

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction Théoreme (Théoreme de factorisation)

Dérivabilité d'une

fonction Soit p une fonction polynéme telle que : p(r) =0, alors
x — r est un facteur de p. De plus, r est une racine de p.
Ce théoreme peut s’avérer utile pour factoriser les polynémes
de degré trois ou plus.
Factoriser la fonction polynéme suivante:

p(x) = x3 —3x*> —2x — 6.

=),
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Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles ~ FoNctions rationnelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Définition
Une fonction rationnelle est une fonction f de la forme:
p(x)
f(x) = 222 20
(9 =203 (20)

ot x — p(x), x — q(x) sont des fonctions polynémes. De
plus, le polynéme est tel que: g(x) # 0.

Toute fonction rationnelle est algébrique.

=),
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Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usueles  FONCtions exponentielles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Déflnltlon

fonction Une fonction exponentielle de base a est une fonction
f: R—R: (21)
x — 3~

ot a est un réel strictement positif.

e Si0< a<, alors x — a* est décroissante.
e Si a=1, alors x — a¥ est constante.

e Sia>1, alors x — a¥ est croissante.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Remarques:

Il est notoire que le graphe de x — a* passe toujours par le
point (0,1). En outre, la maniére dont le graphe de x — a*
coupe I'axe des ordonnées détermine le choix de la base
optimale a. En effet, en considérant par exemple les pentes
des tangentes des fonctions x — 2% et x — 3 au point
(0,1), il vient qu’elles valent respectivement m; = 0,7 et
my = 1,1. Puisque les valeurs de ces pentes sont toutes
proches de |'unité, il est intuitif de penser que la base a pour
laquelle la pente de la tangente en (0, 1) vaut exactement 1
est la base a = e, ot e = 2,718 est le nombre d’Euler.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Enfin, une fonction exponentielle de base e est la fonct

f:

R — RY

X — e*.

Elle s'appelle: fonction exponentielle naturelle.

Théoreme

Soient a et b des réels strictement positifs et x,y € R. Alors,

=),
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Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usueles  FONctions hyperboliques

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Définition
Dérivabilité d'une
fonction

e | a fonction sinus hyperbolique est la fonction:

sinh: R—R (23)
eX
X —>

— e_x

2

e | a fonction cosinus hyperbolique est la fonction:

cosh x = % (24)

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Définition
e La fonction tangente hyperbolique est la fonction:

tanh: R —]—1,1] (25)
sinh x

cosh x

e [ a fonction cotangente hyperbolique est la fonction:

cosh x (26)

cothx = —
sinh x

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Définition

Continuité d'une

fonction . s - H
s e [ a fonction sécante hyperbolique est la fonction sec h
érivabilité d'une . .
fonction déflnle par.’
1
sechx=——- (27)
cosh x

e La fonction sécante hyperbolique est la fonction csc h
définie par:

(28)

csch x = — .
sinh x

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles FonCtionS hyperbohq ues

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction

- Théoreme (Relations avec |'exponentiel)
érivabilité d'une

fonction

Vx,y €R, ona:

coshx +sinhx = ¢€*
coshx —sinhx = e *
eX —e™ X e —1
tanhx = =
ex + e~ X e2X + 1
eX+e X 241
cothx = =

eX — e—X e2x —-1

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions hyperboliques

Théoreme (Relation fondamentale)
Vx € R, on a:

cosh®x —sinh®x = 1.

Il résulte de cette formule, les identités suivantes:

1
1—tanh®’x = —
cosh® x
1
1—C0th2X = — 7
sinh“ x

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions hyperboliques

.

Théoreme (Formules d'addition)

Vx,y € R, on a:
cosh(x + y
sinh(x + y
tanh(x + y

cosh(x — y
sinh(x — y

)
)
)
)
)
)

tanh(x — y

=),
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cosh x cosh y + sinh xsinh y

sinh x cosh y + cosh x sinh y
tanhx +tany

1+ tanh xtanhy

cosh x cosh y — sinh xsinh y

sinh x cosh y — cosh x sinh y
tanh x — tanh y

1 —tanhxtanhy



Calcul différentiel Théoréme
Fonctions usuelles VX S R, on a:

e dune e Formules de duplication
Continuité d'une . .
fonction sinh2x = 2sinh xcosh x
Jereniie dune cosh2x = cosh? x + sinh? x
= 2cosh’x —1
= 1+ 2sinh?x
2tanh x
tanh2x = —
1+ tanh“ x
e Formules de linéarisation
cosh2x +1
cosh®x = 7+
2
' cosh2x — 1
sinh?x = — =
2
o~ tanh? cosh2x — 1
anh“x = —M—
mi uOttawa cosh2x + 1




Calcul différentiel Fonctions usue"es

Fonctions usuelles FonCtionS hyperbohq ues &
Limite d'une
fonction ~

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Théoreme (Formules de factorisation)

o (552
Joo (-5

Vx,y € R, on a:

+
<

coshx —coshy = 2sinh (X

+ N
<
N

X

<

N

sinhx +sinhy = 2sinh(

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles FonCtionS hyperbohq ues

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Théoreme (Symétrie)

Vx € R, on a:
cosh(—x) = coshx
sinh(—x) = —sinhx
tanh(—x) = —tanhx
coth(—x) = —cothx

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles  FONCtions trigonométriques

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Déf'n't'on

fonction

e [ a fonction sinus est la fonction:

sin: R— [-1,1] (29)
X — sin x

e [ a fonction cosinus est la fonction:

cos: R—[-1,1] (30)

X —— COS X

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonetion Définition
Dér\v.abHité d'une
fonetion e | a fonction tangente est la fonction:
sin x
tanx = (31)
cos x
COS X
cotx = — (32)
Sin X

uOttawa



Définition

Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une 1
fonction seCc X =

COsS X
Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une 1
fonction

CSCX = —
Sin X

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Angles opposés)

= —sinx
—tanx

(=x)

cos(—x) = cosx
(=x) =
(—=x)

= —cotx

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Angles supplémentaires)

sin(t —x) = sinx

cos(m —x) = —cosx
tan(m —x) = —tanx
cot(m —x) = —cotx

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Angles antisupplémentaires)

sin(m+x) = —sinx
cos(m+x) = —cosx
tan(m + x) = tanx
cot(m +x) = cotx

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

u,
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Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques
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uOttawa
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Théoreme (Angles complémentaires)

COs X

sin x

cot x

tan x




Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Angles anticomplémentaires)

. ™

sin (——i—x) = COSX
2
i .

cos(——i—x) = —sinx
2
s

tan(§+x> = —cotx
™

cot(E—i-x) = —tanx

uOttawa




Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles  FONCtions trigonométriques

Limite d'une
fonction

Continuité d'une Théor\eme (PrinCipeS d ,éqUivalence)

fonction

Dérivabilité d'une
fonction

x=a+2km, (keZ)

COS X = CO0S a <=
{ x=—a+2kn, (keZ)

sinx =sina <

X =a-+2km (k €Z)
x=m—a+2kn (keZ)

x = a-+2km (k €Z)
tanx =tana &

x=m+a+2kn (keZ)

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles  FONCtions trigonométriques

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

En particulier, on a:

sinx =20
cosx =0
sinx =1
cosx =1
sinx = —1
cosx = —1

uOttawa

t ¢t ¢ 0 ¢

x=km, (keZ)

x:g—i-kw, (k € Z)
x:g+2k7r, (k € 7)
x =2km, (k€Z)
2+ 2km, (ke)
x =7 +2km, (keZ)

.



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles  FONCtions trigonométriques

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

penvaniie aune 1 héoréme (Relation fondamentale)

fonction

cos® x +sin°x = 1.

Il résulte de cette identité que:

1+tan’x = 5 =sec” x
COS% X
2 1 2
l1+cot“x = 5— = CsC” x.
COS* X

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

uOttawa

Théoreme (Formules d'addition)

COS X COS y — sinxsiny
sinx cosy 4 cosxsin y
tanx +tany
1 —tanxtany
sin x cosy — cos xsiny
COS X COS ¥ + sin xsiny
tanx —tany
1+tanxtany




Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

sin 2x

cos 2x

tan 2x

uOttawa

Théoreme (Formules de duplication)

sin x cos x

cos® x — sin® x

2x—1

1—sin®x

2tan x

2 cos

1 —tan?x



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Formules de linéarisation)

5 1+ cos2x

Cos“X = ——
2

.9 1 — cos2x

sin“x = ———
2

. 1 — cos2x

~ l+4-cos2x

Ces formules sont aussi appelées: formules de Carnot.

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions trigonométriques

Théoreme (Formules de factorisation)

1

cosxcosy = 3 (cos(x + y) + cos(x — y))
1

sinxsiny = o (cos(x — y) + cos(x + y))
1

sinxcosy = 5 (sin(x +y) +sin(x — y))

Ces formules sont aussi appelées: formules de Simpson.

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es

Fonctions usuelles  FONCtions trigonométriques
Limite d'une
fonction -

Continuité d'une
fonction

Par conséquent, on a:

cosx +cosy = 2cos Xty cos Xy
2 2
cosx —cosy = —2sin Xty sin Xy
2 2
sinx+siny = 2sin Xty cos Xy
2 2
sinx —siny = 2cos (%) sin (X;y>

Dérivabilité d'une
fonction

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions raccordées

Définition

Une fonction raccordée est une fonction dont la regle de
correspondance différe selon les valeurs de la variable
indépendante.

Les fonctions suivantes illustrent une fonction raccordée.

x si x>0,
x| = .

—x si x<0.
o) — x—4 si x<0,

x2 si x> 1.

=),

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles
Fonctions usueles  FONctions logarithmes

Limite d'une

fonction
Continuité d'une syt
fonction Définition
Dérivabilité d'une Une fonction logarithme de base a est une fonction
fonction
. *
log,: R} — R (33)

x — log, x.

ou a est un réel strictement positif tel que a # 1.

En particulier, une fonction logarithme de base e s'appelle:
fonction logarithme naturelle. Elle est notée: In, i.e:

logex: = Inx (34)
Inx
IOgaX = R (35)

=),

uOttawa




Calcul différentiel

Fonctions usuelles
Fonctions usueles  FONctions logarithmes

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction .
Dérivabilité d'une Theoreme (Prop”eteS)
fonction

Vx,y,a >0, on a:

log,(xy) = log,x+log,y
b%s
log, <_> = log,x —log,y
y
log,x”¥ = xlog,y
log, y
Iogxy = |—a
0g, X

y=log,x & x=2a.

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Fonctions usuelles
Fonctions puissances

Définition
Une fonction puissance est une fonction f de la forme:

f(x)=x (aeR). (36)

e Si a <0, alors x — x? est décroissante.
e Si a =0, alors x — x? est constante.
e Si a> 0, alors x — x? est croissante.

La relation suivante lie les fonctions: puissance,
exponentielle et logarithme.

=),

a— ealnx (37)

uOttawa



Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles FOnCt|OnS pUIssa nces

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Supposons que n € N*. On distingue les cas suivants:
fonction

e Si a= —n, alors f est une fonction rationnelle.

e Si a=n, alors f est une fonction monéme de degré n.
Le graphe d'une telle fonction monéme dépend de la
parité de l'entier n.

e Sia= % alors f est une fonction racine n'*M€_ Elle

est définie par:

f(x) = xn == y/x. (38)

=),

uOttawa




Calcul différentiel Fonctions usue"es
Fonctions usuelles FonCtionS pulssa nces

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction Rappels: Soient a,b € R, et n,m, p € N*, alors

Dérivabilité d'une

fonction n ab — \,/5\/75

nm am — \,75

/va = wa=/vs

;0

Var = |4

2p+1
"Va2rtl = 3

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Restriction d’une fonction

Définition
Soient f une fonction définie sur E¢ et I, un intervalle tel
que: | C Ef CR. On appelle restriction de f a | la fonction:

g: I —R (39)
x — f(x)

La restriction de f a I, g, est aussi notée: f;.
Soit f la fonction définie sur R — {1} par f(x) =
La fonction g définie sur |1, +-o00[ définie par f(x)
la restriction de f sur ]1,+oo].

_1
x—1 1
= -1 est

=),
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Calcul différentiel lmage d'une fonction

Fonctions usuelles

ITim\TI@ d'une
fonction
Continuité d'une
fonetion Définition
b dune Soit f une fonction définie sur E¢. L'image Imf de f est
I'ensemble de toutes les valeurs f(x) associées a tous les
réels x de I'ensemble de définition, c’est-a-dire:
Imf ={y e R:3x € Ef;, y="Ff(x)} (40)
Les fonctions x — cos x et x — sin x ont pour image [—1,1].
La fonction x — tan x a pour image R.
La fonction x — €* a pour image R* .
La fonction x — Inx a pour image R, etc.
PRy
| uOttawa




Calcul différentiel NOtiOﬂ de bijection

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction st vt . .
Définition (Injection)
Dérivabilité d'une

fonction Une fonction f définie sur Ef est injective si

Vx,y € Ef,x £y = f(x) # f(y). (41)

Théoreme
Une fonction f définie sur E¢ est injective si et seulement si

Vx,y € Ef, f(x)=1f(y) & x=y. (42)

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Notion de bijection

Théoreme (Test de la droite horizontale) ‘ -

Une fonction est injective si et seulement si aucune droite
horizontale ne coupe son graphe plus d’une fois.

Définition (Surjection)
Soient 1,J C R. Une fonction f : | — J est dite surjective si

Vyed, I3xel:y="f(x). (43)

Définition (Bijection)
Soient |, J C R. Une fonction f : | — J est dite bijective si

=),

Vyed, A xel:y=Ff(x). (44)

uOttawa



Calcul différentiel NOtiOﬂ de bijection

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérw-ab\\ité d'une Théor\eme
e Soient I, J C R. Une fonction f : | — J. Si f est injective et
surjective, alors f est bijective.

Théoreme
Soient I,J C R. Si f : | — J est une fonction bijective, alors
f admet une bijection réciproque f~1 : J — | définie par:

Yy € J, f_l(y):x<:>f(x):y. (45)

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Notion de bijection
Bijections usuelles

Théoreéme (Formules de réciprocité)
Sif : | — J est une fonction bijective, alors

fofl=flof=id
Vx el flof(x)=x (46)
Vx € J,fofHx)=x.

e x — Inx réalise une bijection de R} — RR. Sa bijection
réciproque est la fonction exponentielle

exp: R— R
X — exp X

=),

uOttawa Jn

y=hx & x=¢&
Ine* = x

= X.



Calcul différentiel Bijections usue"es
Fonctions usueles  FONctions hyperboliques inverses

Limite d'une

fonction

Continuité d'une , . .. . +

fonction e x — cosh x réalise une bijection de RT™ — [1,+o0o[. Sa
Dertvabilice drune bijection réciproque est la fonction arg cosinus

onction

hyperbolique ci-dessous:

argcosh :  [1, +oo[— RT

x —In <X+\/X2—1)

De plus, on a:

cosh(argcoshx) = x
argcosh(coshx) = x
y =coshx < x = argcoshy

=),
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Calcul différentiel Bijections usue"es
Fonctions usueles  FONctions hyperboliques inverses

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction e x — sinh x réalise une bijection de R — R. Sa bijection
Dervabilee dune réciproque est la fonction arg sinus hyperbolique
onction

ci-dessous:

argsinh: R— R
x — In (X-|- 1+x2>

De plus, on a:

sinh(argsinhx) = x
argsinh(sinhx) = x
y =sinhx & x = argsinhy

=),

uOttawa




Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Bijections usuelles
Fonctions hyperboliques inverses

e x — tanh x réalise une bijection de R —] — 1,1[. Sa

bijection réciproque est la fonction arg tangente
hyperbolique ci-dessous:

argtanh: |—1,1[— R

1I 14 x
X — —In
2 1—x

De plus, on a:

=),

tanh(argtanhx) = x
argtanh(tanhx) = x
y=tanhx < x = argtanhy

uOttawa



Calcul différentiel BijeCtiOnS usue"es
Fonctions usueles  FONCtions trigonométriques inverses

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonetion e x — cos x réalise une bijection de [0, 7] — [-1,1]. Sa
Jereniie dune bijection réciproque est la fonction arc cosinus
ci-dessous:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

X —> arccos x

De plus, on a:

cos(arccosx) = x
arccos(cosx) = x
Yy =COSX & X = arccosy

=),

uOttawa




Calcul différentiel BijeCtiOnS usue"es
Fonctions usueles  FONCtions trigonométriques inverses

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction e x — sin x réalise une bijection de [—g, %] — [-1,1].
pervabilie dune Sa bijection réciproque est la fonction arc sinus
onction i
ci-dessous:
. T
arcsin :  [—1,1] — [——,—}
2°2

X — arcsin x

De plus, on a:

sin(arcsinx) = x
arcsin(sinx) = x
y=sinx& x = arcsiny

=),

uOttawa




Calcul différentiel BijeCtiOnS usue"es
Fonctions usueles  FONCtions trigonométriques inverses

Limite d'une

fonction
Continuité d'une
fonction e x — tanx réalise une bijection de ]—%, o [ — R. Sa
Jereniie dune bijection réciproque est la fonction arc tangente
onction
ci-dessous:
T
arctan: R —>}——, —[
2°2

X —— arctan x

De plus, on a:

tan(arctanx) = x
arctan(tanx) = x
y =tanx < x = arctany.

=),

uOttawa




Calcul différentiel BijeCtiOnS usue"es
Fonctions usueles  FONCtions trigonométriques inverses

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonetion e x — cot x réalise une bijection de |0, 7[ — R. Sa
Jereniie dune bijection réciproque est la fonction arc cotangente
ci-dessous:

arccot: R — 0, 7[

X —— arccot x

De plus, on a:

cot(arccotx) = x
arccot(cotx) = x
y =cotx << x = arccoty.

=),

uOttawa




Caleul différentiel ] jmite d’une fonction

Fonctions usuelles

Limite d'une

fonction
E)LI)V’:,LtI\Z)IVIW‘Lé d e Définition
Dérivabilité d'une Soit f une fonction définie au voisinage de a € R, sauf
fonction A . ..
peut-étre en a. On dit que f admet une limite £ € R lorsque
x tend vers le point a et on écrit:
lim f(x) =/¢ 47
lim £(x) (47)
siVe>0,3n>0:|x—al<n=|f(x)—I <e
Autrement dit, f(x) devient aussi proche de ¢
indépendamment de la maniére dont x s'approche de a.
Py
| uOttawa




Caleul différentiel ] jmite d’une fonction

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

e e e Si (47) est satisfaite, alors on dit que la limite de la
fonction fonction f existe au voisinage de a. Au cas contraire,
on dit qu'elle n’existe pas.

e Une fonction f peut admettre une limite en a € R sans
étre définie en a. En effet,

1
lim x cos <> =0
x—0 X

1

<) ne soit pas définie en 0.

bien que x — x cos (

=),

uOttawa




Gl diiéentiel | jmite d’une fonction
Fonctions usuelles lelte \a gauche

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dcrw-ab\\ité d'une Lo
fonction Déflnltlon
Soit f une fonction définie au voisinage de a, sauf peut-étre
en aetf € R. Ondit que la limite de f, lorsque x tend vers
a a gauche, est égale a { et on écrit
lim f(x)=1/¢ (48)
X—a~—
si quelle que soit la maniére dont x s'approche de a tout en
étant plus petit que a, f(x) devient aussi proche de (.
o
| uOttawa




Coleul difigrentiel | jmite d’une fonction
Fonctions usuelles lelte \a dr0|te

Limite d'une

fonction
Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction Définition
Soit f une fonction définie au voisinage de a, sauf peut-étre
en a et £ € R. On dit que la limite de f, lorsque x tend vers
a a droite, est égale a ¢ et on écrit
lim f(x)=1¢ (49)
x—at
si quelle que soit la maniére dont x s’approche de a tout en
étant plus grand que a, f(x) devient aussi proche de /.
o~
| uOttawa




Coleul difigrentiel | jmite d’une fonction
Fonctions usuelles— Limite a gauche - Limite a droite

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Remarque:

fonction K _ . "
Les notations x — a~ et x — a™ renseignent sur la maniére
dont la variable indépendante x s'approche de a. En effet,
voici ce qu'elles signifient:

X—a < x—aetx<a (50)
X —>at < x—>aetx>a.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limite a gauche - Limite a droite

Théoreme (Existence de la limite d'une fonction)

Soit f une fonction définie au voisinage de a, sauf peut-étre
enaetlclR.

lim f(x) =l lim f(x)= lim_ f(x)="¢. (51)

X—ra X—a

e el . 24,
e Etudier I'existence de lim szts
x—2 Ix—2]

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction

.

Théoreme (Limites de fonctions algébriques)
Soient f et g deux fonctions telles que: Iif;n f(x)=1/{et
X—a
lim g(x) =¢. Alors,
X—a
. _ . . _ /
o lim (F(x) + g(x)) = lim £(x) % lim g(x) = £+ 7,

. )I(Ta(af(x)) — a)l(ina f(x) =al, Va e R,

o lim (F(x)g(x)) = (lim £(x)) (lim g(x)) = ¢,

X—a
lim f(x)
e lim £x) 5 x22 = é/, si lim g(x) #0.
x—a g(x) >I(L‘nag(x) 14 x—+a

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limite a gauche - Limite a droite

Remarques:

o |l résulte de ces propriétés que le passage a la limite des
fonctions est compatible aux opérations algébriques.

e Ces propriétés demeurent valables aussi bien pour les
limites a droite et a gauche que pour les limites au
voisinage de I'infini (+00) bien que nous n'en parlons
encore.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Composition des limites

Théoreme
Sia,b,c € R et f, g sont deux fonctions telles que:

lim f(x)=b

X—a
lim g(x)=c¢
x—b

Alors

lim g o f(x) = )I(i_r>nag[f(x)] =c (52)

X—a

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limite a gauche - Limite a droite

Rappels:
e Si k ¢ R, alors

k+too==00, k xo0o=00, — =00, —=0.
e Qutre ces formes, il existe bien d'autres connues sous le
vocable: formes indéterminées. En voici quelques

unes:

00
00 — 00, 0 x 00, =, —, 0%, 1°%°, etc.
00

ol o

=),
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Calcul différentiel Limite d’une fonction
Fonctions usuelles EXerClceS d'apphcat'On

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Déterminer les limites suivantes:

i B x2+x+1
im
xo—1x4+x34+x2—-x=2

uOttawa



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limite a gauche - Limite a droite

Théoréme (Théoréme des gendarmes)

Soient f, g et h des fonctions définies telles qu’ au voisinage
d’un point a € R:

f(x) < g(x) < h(x), (53)
)I(iLna f(x) = )I(Lna h(x)=1¢ (54)

alors la limite de g existe et vaut £, c’est-a-dire:
lim g(x) = ¢. (55)

X—a

Ce théoreme est aussi connu sous d'autres vocables

_ notamment: théoréme du sandwhich, théoréme

=),

d’encadrement.
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Calcul différentiel Limite d’une fonction

Asymptotes - Branches infinies
Limitg d'une . -
fonction L'étude des branches infinies consiste a examiner le \

comportement d'une fonction f au voisinage de I'infini
(£00).

Définition B

Soient f une fonction et a,b € R = R U {—o00; +-00}.

@® La droite x = a, est une asymptote verticale de /a
courbe de f si

lim f(x) =200 ou lim f(x) = £oo. (56)

x—at X—a

® La droite y = b, est une asymptote horizontale de /a
courbe de f si

lim f(x)=b. (57)

x—Fo0

=),

uOttawa




Coleul différentiel | imite d’une fonction
Asymptotes - Branches infinies

Limite d'une
fonction

e Si b= +o0 dans (57), c'est-a-dire:

Xﬂrioo f(x) = too. (58)
alors f n"admet pas d'asymptote horizontale.
Intuitivement, f croit lorsque x croit ou f décroit
lorsque x croit, etc. Mais a quelle vitesse cette
croissance ou décroissance de f se fait-elle? Croit-elle
ou décroit-elle plus vite, moins vite que x? Pour
répondre a cette question, on examine la limite
ci-dessous:

lim @ (59)

x—+oo X

=),
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Calcul différentiel Limite d’une fonction

Asymptotes - Branches infinies y
Limite d'une
fonction = \

e La droite y = ax + 3, est une asymptote oblique a la
courbe de f si

lim @:a, (v #0)
im (Ff(x) —ax) = 5.
La vitesse de croissance ou de décroissance de f est

comparable a celle de ax lorsque x croit ou décroit.

e La courbe de f admet une branche parabolique d'axe
y =axsi

lim @:a, (o #0)

Xﬁ::o (f(x) — ax) = too. (61)

X—Fo0

=),
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Calcul différentiel Limite d’une fonction
Asymptotes - Branches infinies

Limite d'une

fonction

e La courbe de f admet une branche parabolique d’axe

(Ox) si

im X g (62)

x—Foo X

La fonction f croit moins vite que x au voisinage de

+o0.
e La courbe de f admet une branche parabolique d’axe
(Oy) si
f
lim fx) = +00 (63)
x—Foco X

La fonction f croit ou décroit plus vite que x au
voisinage de +o0.
dwad

=),
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Calcul différentiel Limite d’une fonction
Fonctions usuelles lelteS C|aSSIq ues

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Proposition (Fonction exponentielle)

fonction

im e = +o0
X——+00
im & = 0
X—>—00
X
im — = 4o a>0
x——4o00 X% ’ ( )
. eax_]_
im — = 1
x—0 ax
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limites classiques

Proposition (Fonctions hyperboliques)

lim coshx = +o00 lim coshx = 400
X— 400 X——00
lim sinhx = 4+o00 lim sinhx = —oc0
X—400 X——00
lim tanhx =1 [im tanhx = -1
X—r—+00 X—r—00
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Calcul différentiel Limite d’une fonction
Fonctions usuelles lelteS C|aSSIq ues

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Proposition (Fonctions hyperboliques)

Dérivabilité d'une
fonction

. cosh x
lim =
x—+oo eX

) sinh x
lim =
x—+oo eX

. cosh x
lim =
X——+00 X

X coshx — 1
X—400 X

NI~ N~ N
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Limite d’une fonction
Limites classiques

Proposition (Fonction logarithme)

lim Inx
X—400

l[im Inx
x—0t

lim x%Inx

x—0
) Inx
lim —
x—4oo X%
: In(1+ ax
(L + cx)

X—r—+00 [6%.4¢
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Gl diiéentiel | jmite d’une fonction
Fonctions usuelles leltes ClaSSIq ues

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction Proposition (Fonctions puissances)

Dérivabilité d'une

fonction POUf tout b > 1 et tout a > 0,
bX

Im — = 4o
x—+o00 X2
. log,, x
lim €b = 0.
x—+oo  x2

Ce résultat est connu sous le nom de croissance comparée.
stipule qu'au voisinage de +oo, la fonction exponentielle
croft plus vite que la fonction puissance. La fonction
puissance quant a elle croit plus vite que la fonction

logarithme.

uOttawa
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Calcul différentiel Limite d’une fonction
Fonctions usuelles lelteS C|aSSIq ues

Limite d'une
fonction

Proposition (Fonctions trigonométriques)

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

.1 —cos(x)

lim I =
x—0 X

-1
im cos(x) _
x—0 X

m sin(ax) _
x—0  bx

t
im an(ax) _
x—0 bx

o NI

lim tanx =
X—400

NYT |y oo

[im tanx = —
X—>—00 2
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Continuité d’une fonction
Continuité d'une fonction en un point

Définition

Une fonction f définie sur E¢ est continue au point a € Ef si
lim f(x) = f(a). (64)
X—a

Il résulte de cette définition que la continuité d’une fonction
en un point exige que:

IiLna f(x) existe
lim f(x) = f(a). (65)

X—a

———On-dit que f-est-discontinue au point x = a si f n'est pas

=),

continue au point x = a.
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Continuité d’une fonction
Continuité a gauche - Continuité a droite

Définition
Soit f une fonction définie au voisinage de a € R, sauf
peut-étre en a.

e f est dite continue & droite en x = a si

lim f(x) = f(a). (66)

x—at

e f est dite continue & gauche en x = a si

lim f(x) = f(a). (67)

X—a
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Caleul différentiel  Continuité d’une fonction
Fonctions usuclles— Continuité d'une fonction en un point

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une Le théoreme suivant, fondé sur les propriétés des limites,
oneten permet de déterminer la continuité d'une fonction algébrique
en un point.

Théoreme
Soient f, g deux fonctions continues en a € R. Alors,
e f 4 g est continue en a,
e «af est continue en a, pour tout o € R
e fg est continue en a,
e f/g est continue en a, si g(a) # 0.

=),
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Caleul difterentiel  Continuité d’'une fonction
Continuité d'une fonction en un point

Le théoréme suivant porte sur la continuité d'une foncti
Continuité d'une , .
fonction composée en un point.

Théoréme

Soient f et g deux fonctions. Si f o g est définie sur un
intervalle contenant a € R et si f est continue en b € R et
lim g(x) = b, alors

X—a

lim  (g(x)) = (nm g(x)) = f(b). (68)

X—a X—a

En particulier, si g est continue en a € R, alors b = g(a).
Ainsi, f o g est continue en a, c’est-a-dire:

lim fog(x) = f ( lim g(x)) = f o g(a). (69)

X—a (X‘)a

uOttawa
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Caleul différentiel  Continuité d’une fonction
Fonctions usuelles—— Continuité sur un intervalle

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

N Définition

érivabilité d'une . . . . .

fonction Soit | un intervalle. Une fonction f est continue sur | si elle
est continue en tout point de cet intervalle.

Théoreéme (Continuité des fonctions algébriques)

Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle | et
a € R. Alors,

o f + g est continue sur |,
e «f est continue sur I, pour tout o € R

e fg est continue sur I,

f/g est continue,si g # 0 sur I.

=),
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Caleul différentiel  Continuité d’une fonction
Fonctions usuelles—— Continuité sur un intervalle

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une

fonction Théoreme (Continuité des fonctions composées)

Si f et g sont deux fonctions continues et si la fonction
composée f o g est définie sur un intervalle |, alors f o g est
continue sur I.

Théoreme (Continuité des fonctions usuelles)

Les fonctions: polynéme, rationnelle, irrationnelle,
trigonométrique, trigonométrique inverse, exponentielle,
logarithme, hyperbolique, hyperbolique inverse sont toutes
continues sur leur ensemble de définition.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d'une
fonction

Continuité d’une fonction

Continuité sur un intervalle &

Théoreme (Théoreme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Alors,
pour tout réel u €]f(a), f(b)[, il existe au moins un réel
¢ €]a, b[ tel que f(c) = u, ie,

Yu €]f(a), f(b)[, 3 c €]a, b[ tel que f(c) = u. (70)

Corollaire (Théoréme de Bolzano)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Si
f(a)f(b) <0, alors il existe au moins un réel c €]a, b| tel
que f(c) =0, ie,

=),

f(a)f(b) < 0= I c€la,b| tel que f(c) = 0. (71)

uOttawa
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Dérivabilité d’une fonction
Taux moyen de variation - Taux de variation instant

Soit f une fonction d'équation cartésienne y = f(x).

e L'incrément de x est la variation de x d'un point
X1 = a a un point xp = a+ h. |l est défini par:

Ax =xp —x1 = h. (72)

e La correspondante variation en y, aussi appelée
variation totale de y, est définie par:

Ay =f(x) — f(x1) =f(a+ h) — f(a). (73)

=),
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Coleul difigrentiel Dérivabilité d’une fonction

Taux moyen de variation - Taux de variation instan‘#
Dérivabilité d'une

fonction e Le taux moyen de variation de y par rapport a x sur
I'intervalle | = [x1, x2] = [a, a + h] est défini par:

Ay _ f(x)—f(xa) _ fla+h)—Ff(a)

Ax X0 — X1 h

(74)

La variation totale de la fonction f ne doit pas étre
confondue a son taux moyen de varition. Le taux moyen de
variation indique comment (a quelle vitesse) la fonction
f varie entre les extrémités d’un intervalle [a, a + h].

=),
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Coleul différentiel D érivabilité d’une fonction
Taux moyen de variation - Taux de variation instant&

Dérivabilité dune e Le taux de variation instantané de y par rapport a x
onction A
est défini par:

A flxo) — f
im Y _ i fOR) = Fa)
Ax—0 Ax X2 X1 X — X1

— i f(a+h)— f(a).
 h=0 h

(75)

Le taux de variation instantané de y par rapport a
x représente la pente de la tangente a la courbe de
f au point (a, f(a)).

=),
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Caleul difiérentiel D érivabilité d’une fonction en un point

Fonctions usuelles Déflnltlon de |a dé”Vée
Limite d'une
fonction .

Continuité d'une

fonction Déf|n|t|on
oo € dlune Une fonction f définie sur Ef est dérivable en a € Ef si:

f'(a) = lim —f(a +h) — f(a)

7
h—0 h (76)

pourvu que cette limite existe. En posant x = a+ h, (76)
devient:

f'(a) = lim fx) = f(a),

x—a X —a

(77)

Si f est dérivable en a € Eg, alors la limite f'(a) est appelée:

——dérivée-de f-aupoint a € £+

=),
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Caleul différentiel - )@érivabilité d’une fonction en un point
Définition de la dérivée

e |l s'ensuit que (77) est une définition équivalente de la
Dérivabilicé d'une dérivée d'une fonction en un point.
fonction , s e 7
e Par conséquent, (76) et (77) montrent que la dérivée
d’une fonction f en un point a est un taux de
variation instantané de f au point a. D'une maniere
équivalente, on peut considérer la dérivée d’une
fonction en un point comme étant la pente de la

droite tangente en ce point.
o Le réel f'(a) est appelé: nombre dérivé de f en a.
e Si f’(a) = 0, alors la tangente a la courbe de f en ce
point est horizontale.

e Sif'(a) = +oo, alors la tangente a la courbe de f en ce
point est verticale.

uOttawa
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Caleul différentiel D érivabilité d’une fonction
Fonctions usuelles Dérlvablllté a gaUChe - Dérlvablllté a drOite

Limite d'une

fonction

Continuité d'une T

fonction Def'nltlon

Dérivabilité dune Soit f une fonction définie au point a.
onction

e f est dite dérivable a droite en x = a si

f(x) - f(a)

fi(a)= li 78
(&)= lim ——— (78)
pourvu que cette limite a droite existe.
o f est dite dérivable a gauche en x = a si
f(x)—f~
£ (a) = lim () =f(@) (79)
xX—a~ X —a

pourvu que cette limite & gauche existe.

=),
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Caleul difiérentiel D érivabilité d’une fonction en un point
Définition de la dérivée '&

o |l s’ensuit que f est dérivable en a € Ef si f est
dérivable a gauche et a droite de a. De plus,

Dérivabilité d'une
fonction

- Bien que x — |x| soit bien définie en 0, elle n'est pas
dérivable en ce point.

- Bien que x — /(x — 2)3 soit dérivable a droite en 2,
elle n'est pas dérivable en 2.

e Si y = f(x), alors I'une des notations ci-dessous peut
étre utilisée pour désigner la dérivée de f au point
X =a:

- dy—df d
f/(3)> y/’x:aa a‘x:aa a’x:aa af‘x:a (80)

=),
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Caleul difiérentiel D érivabilité d’une fonction en un point
Fonctions usuelles Déflnltlon de |a dé”Vée

Limite d'une

fonction
Continuité d'une 7 \
fonLLthL Theoreme
Dérivabilité d'une Toute fonction f dérivable en un point a € E¢ est continue
foncti .
oneren en ce point.
Proof.

Supposons que f soit dérivable en a € Ef. On a:

lim (f(x) —f(a)) = lim ((x - a)if(x) - f(a)>

X—a X—a X — a
f(x)—f
= (lim(x~a)) (Iim M)
xX—a x—a X —a
= 0x f'(a).
D'ou la continuité de f en x = a. O

=),
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Caleul différentiel Y @rivabilité d’une fonction en un point

La réciproque du Théréme 43 n'est pas vraie. En effet,
X — Jx est continue sur R, donc en x = 0. Cependant, elle
i drur n'est dérivable en ce point.
fonction Voici les circonstances pouvant faire en sorte qu'une
fonction f ne soit pas dérivable en x = a.
e f est discontinue en x = a.
X % est discontinue en x = 0. Cette fonction n'est
pas dérivable en ce point.
e La courbe représentative de f admet une tangente
verticale en x = a. Autrement dit,

lim £(x) = (a),
lim f'(x) = +o00

X—ra

=),
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Caleul difiérentiel D érivabilité d’une fonction en un point

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

continuite dune x — J/x admet une tangente verticale en x = 0. Cette
bervaniins aune TONCtion n'est pas dérivable en ce point.
foncti ; .
oneen e La courbe représentative de f forme un angle en x = a.

x — |x| forme un angle en x = 0. Cette fonction n'est

pas dérivable en ce point.

Définition (Equation de la tangente 2 la courbe)

Soit fune fonction dérivable en point a, alors la tangente a
la courbe représentative de f a pour équation:

y = f'(a)(x — a) + f(a). (81)

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Dérivabilité d’une fonction en un point
Fonction dérivée

On observe que si le réel a de (76) est substitué par une
variable x, on obtient une fonction de x, appelée dérivée.

Définition
La fonction dérivée f' d'une fonction f est

f(x+ h) —f(x)

f'(x) = li 2
(x) = Jim T (82)
si cette limite existe.
En posant t = x + h, (82) devient:
. f(t) — f(x)
/ ey —_—
&)= JEL t—x (83)

=),
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Caleul différentiel Y @rivabilité d’une fonction en un point

Fonction dérivée #

o Géométriquement, f’(x) correspond a la pente de la
tangente a la courbe de f au point (x, f(x)). De plus,
Dérivabilité d'une / . . .
fonction f'(x) correspond physiquement au taux de variation
instantané d'une fonction f.

e L'ensemble de définition de ' est |'ensemble des réels
pour lesquels (82) est satisfaite.

F(x + h) — F(x)
h

Ere— {x € Ef: lim € ]R} (84)
h—0

e Si y = f(x), alors I'une des notations ci-dessous peut
étre utilisée pour désigner la dérivée de f:

5 dy df d

ay7aa aaa (85)

=),
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Caleul différentiel P Erjvabilité d’une fonction
Extrémums absolus d'une fonction

Définition
Dérivabilité d'une Soient f une fonction définie sur Es et xg € Ey.

fonction

e f(x0) est la valeur maximale absolue de f si
Vx € Ef, f(x) < f(xo). (86)
e f(xp) est la valeur minimale absolue de f si

Vx € Ef, f(xo) < f(x). (87)

Le maximum ou le minimum absolu d’'une fonction est
parfois dit: global.

Les-vateurs maximale-et-minimale d'une fonction f sont
appelées: valeurs extrémes de 7.

uOttawa
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Caleul différentiel P Erjvabilité d’une fonction
Fonctions usuelles— Extrémums absolus d'une fonction

Limite d'une
fonction

Continuité d'une

fonction Théoreme (Théoréme des valeurs extrémes)

perivabilité d'une Si f est une fonction continue sur [a, b, alors il existe
c,d € [a, b] tels que:
Vx € [a, b], f(x) < f(c)
Vx € [a, b], f(d) < f(x).

Autrement dit, f atteint un maximum absolu f(c) et un
minimum absolu 7(d) sur [a, b].
Définition (Point critique)

Soit f une fonction définie sur Ef. xo € Ef est un point

critique de f si f'(xg) = 0 ou f'(xg) n'est pas définie.

uOttawa
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Caleul différentiel P Erjvabilité d’une fonction
Extrémus absolus d'une fonction

Dérivabice ¢ une Voici la procédure permettant de déterminer les valeurs
e extrémes d'une fonction f, continue sur [a, b].
@ Déterminer les points critiques de f sur |a, bJ.
® Trouver les valeurs de f en ses points critiques.
© Calculer f(a) et f(b).
@ Comparer les valeurs obtenues en 1) et 2).
Le maximum absolu de f est la plus grande de ces valeurs

tandis que le minimum absolu est la plus petite d'entre
elles.

=),
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Caleul différentiel P Erjvabilité d’une fonction
Fonctions usuelles — Extrémumes relatifs d'une fonction

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

o Définition
Dérivabilité d'une N i L
fonction Soient f une fonction définie sur Ef et xg € Ef.

o f(x0) est un maximum relatif de f s'il existe h > 0:
Vx €]xg — h,xo + h[, f(x) < f(xo). (88)
e f(x0) est la minimum relatif de f si

Vx €]xo — h,xo + h[, f(x0) < f(x). (89)

Un maximum ou un minimum relatif d'une fonction est

_ parfois dit: local.

uOttawa
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Caleul différentiel P Erjvabilité d’une fonction
Fonctions usuelles — Extrémumes relatifs d'une fonction

Limite d'une
fonction

Continuité d'une Lemme (Test de la dérivée premiére)

fonction

Soit f une fonction continue en xg tel que f'(xg) = 0.

Dérivabilité d'une

fonction ® S'il existe |a, b[ contenant xg tel que:

f'(x) >0, sia<x<xp
f'(x) <0, sixg<x<b.

Alors f admet un maximum relatif en xg.

® S'il existe |a, b[ contenant xg tel que:

f'(x) <0, sia<x<xp
f'(x) >0, sixg<x<b.

Alors f admet un minimum relatif en xg.
uOttawa
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Celeul difigrentiel Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

N.B: Si ' ne change pas de signe en xg, alors f n'a ni
maximum relatif ni minimum relatif en xg.

Dérivabilité d'une

fonction Lemme (Test de la dérivée seconde)
Soit f une fonction. Supposons que " soit continue au
voisinage de xg.
@ Sif'(xg) =0 et f"(xg) >0, alors f admet un
minimum relatif en xg.
® Sif'(x) =0 et (x) <0, alors f admet un
maximum relatif en xg.
® Sif'(x0) =0 et f"(x0) =0, alors on ne peut conclure.
Il est éventuel que f admette soit: un maximum relatif
soit un minimum relatif ou un point d’inflexion.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

Définition
Une fonction est dérivable sur un intervalle ouvert I, si elle
est dérivable en tout point de I.

Théoréme (Théoreéme de Rolle)
Soit f une fonction définie sur [a, b]. Si
e f est continue sur [a, b]
e f est dérivable sur ]a, b|
Si de plus, f(a) = f(b), alors il existe c €]a, b[ tel que:

f'(c) = 0. (90)

=),
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Coleut difieeentel D érivabilité d’une fonction sur un intervalle

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction

Dérvabie dune Théoreme (Théoreme des accroissements finis)
e Soit f une fonction définie sur [a, b]. Si

e f est continue sur [a, b]

e f est dérivable sur ]a, b|.

Alors, il existe c €]a, b tel que:

fiiey= 012 112). (o)

uOttawa



Coleut difieeentel D érivabilité d’une fonction sur un intervalle

Fonctions usuelles

Limite d'une

fonction Théoréme
Continuité d'une Soit f une fonction dérivable sur |a, b[. Si

fonction

Dérivabilité d'une

fonction Vx €]a, b, f'(x) =0,
alors f est constante sur |a, b|.

Corollaire
Soient f et g deux fonctions dérivables sur ]a, b[. Si

Vx €la, b, f'(x) = g'(x),
alors f — g est constante sur |a, b|, i.e, pour tout x €]a, b],

f(x)=g(x)+c, (c € R).

=),

uOttawa




Caleul différentiel  PYErjvabilité d’une fonction sur un intervalle
Monotonie d'une fonction

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle .

e f est dite croissante sur | si

Dérivabilité d'une
fonction
VXl,XQ el X1 < XxXp = f(Xl) < f(Xg).
e f est dite décroissante sur | si
Vxy,xo € 1 ;X1 < X0 = f(XQ) < f(Xl).
e f est dite strictement croissante sur | si

Vxi,x2 € 1 ,x1 < xo = f(x1) < f(x2).

e f estdite strictement décroissante sur | si

=),

uOttawa Vxi,x2 € 1 ,x1 < xo = f(x2) < f(x1).




Calcul différentiel

Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
Monotonie d'une fonction

N Théoreme (Test de croissance et décroissance)
érivabilité d'une
fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle |.

e f croissante sur | siVx € ,f'(x) > 0.

e f décroissante sur | siVx € | ,f'(x) <O0.

e f strictement croissante sur | siVx € | ,f'(x) > 0.

e f strictement décroissante sur | siVx € | ,f'(x) < 0.
Définition (Convexité)
Une fonction f est dite convexe sur un intervalle | si sa

représentation graphique se situe au dessus de toutes ses
tangentes sur |.

=),
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Caleul différentiel  PYErjvabilité d’une fonction sur un intervalle
Fonctions usuelles COnVeXlté—COncavlté

Limite d'une
fonction

Théoréme (Test sur la convexité)

Continuité d'une

fonction Une fonction f est convexe sur un intervalle | si
Dérivabilité d'une
fonction

vx e l, f(x) > 0.

Définition (Concavité)

Une fonction f est dite concave sur un intervalle | si sa
représentation graphique se situe au dessous de toutes ses
tangentes sur |.

Théoreme (Test sur la concavité)

Une fonction f est concave sur un intervalle | si

Vx e l, f(x) < 0.

=),
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Regle de I'Hopital

Lemme
Soient f et g deux fonctions dérivables et g'(x) # 0 sur un
intervalle ouvert | contenant a (sauf peut-étre en a). Si

)I(lna f(x)=0et )!lnag(x) =0

ou

lim f(x) = £oo et )I(inag(x) = +o0.

X—a
Alors
!
) P

M0 g() ~ A ()

=),
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Calcul différentiel R‘egle de I'Hapital

Fonctions usuelles

Limite d’une Remarques

fonction

Continuité d'une o La regle de I'Hopital sert a lever les formes
fonction . L .,
indéterminées du type:

Dérivabilité d'une
fonction

0/0 00/00.

e On peut aussi s'en servir pour lever les formes
indéterminées usuelles du type:

0xo00, oo—oo, 0° o0 1%,

o la régle de I'Hopital s'applique aussi dans les cas
suivants:

X—>a- x—a’

X — —00 X — 00.

=),
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Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

Fonctions usuelles 4 \

nctior Theoreme y
Limite d'une . . ;.

fonction Soient f, g deux fonctions dérivables et o« € R. Alors, ~

Continuite dune o f + g est dérivable, de dérivée (f + g)' telle que:

fonction

Dérivabilité d'une

B (F+g) =f+g. (92)
o af est dérivable, de dérivée (af)’ telle que:
(af) = af". (93)
e fg est dérivable, de dérivée (fg) telle que:
() =f'g+g'f. (94)

e f/g est dérivable, de dérivée (f/g)’ telle que:

, flg—g'f
f == _° . 95
uOttawa /) (g) (3)
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Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Techniques de dérivation

Théoreme (Dérivée de fonctions composées)

Si f et g sont deux fonctions dérivables, alors les fonctions
composées f o g, g o f sont aussi dérivables, de fonctions
dérivées respectives:

f ! — / f/
(fog) =g xflog (96)
(gof) =f"xg'of.
Théoreme (Dérivée d'une bijection réciproque)
Sif : | — J est une fonction bijective dérivable, alors sa

bijection réciproque f~1 : J — | I'est aussi, de dérivée:

1

=),

o= FF10x) (97)
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Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

Fonctions usuelles &
Limite d'une . N s o .
fonction Corollaire (Regles de dérivation) N

\

Continuité d'une Si f est une fonction dérivable et a > 1, alors

fonction
Dérivabilité d'une

fontion [F)") = nf'(X)[F(x)]"L, (neR)
{ef(x)}, — F(x)ef™)

[af(x)}' — (na)f(x)a’™

In F(x)] =

uOttawa



Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

Fonctions usuelles &

Limite d'une . \ ya .

fonetion Corollaire (Reégles de dérivation) _
\

C

‘

ooooooooo

[sin (F(x))] = f'(x)cos[f(x)]
[cos (f(x))] = —Ff'(x)sin[f(x)]
[tan (f(x))] = f'(x)[1+tan?(f(x))]

(%)
T cos?[f(x)]
[cot (F(x))] = —F'(x)[L+ cot?(f(x))]
. —f)
sin?[f(x)]
[sec (f(x))]" = f'(x)tan[f(x)]sec[f(x)]
[esc (F(x))] = —f'(x) cot[f (x)] esc[f(x)]

=),
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Calcul différentiel

Techniques de dérivation

f'(x) cosh[f(x)]
f'(x) sinh[f(x)]
f'(x)(1— tanhz[f(x)])
f'(x)
cosh?[f(x)]
f'(x) (1 — coth?[f(x)])
—'(x)
sinh?[f(x)]
f'(x)

Fonctions usuelles
e o Corollaire (Regles de dérivation)
Continuité d'ur
fonction
P sinh (FGO)] =
fcosh (F(x)]| =
franh (F()] =
[coth (F(x))] =
[Arcsin (f(x))] =

=),
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Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

Fonctions usuelles
Limite d'une COI’O”aiI’e (Régles de dérivatiOn) *
fonction -

Continuité d'une
fonction

Dérivabilité d’une [Arc cos (f(X))], =

fonction

—f'(x)
1 —[f(x)
f'(x)
1+ [f(x)P
—f'(x)
1+ /()3
f'(x)

FCIFCP — 1

—'(x)

[Arctan (f(x))] =

[Arccot (f(x))] =

[Arcsec[f(x)]] =

FO)y/ IF(P 1

uOttawa



Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation
Fonctions usuelles

o Corollaire (Régles de dérivation) &
imite d une
fonction E

Continuité d'une

N rgeosh (f(x))] = i

Wrgeosh (T = reop =1
[Argsinh (f(x))] = 1:-([Xf)(x)]2
[Argtanh (f(x))]" = l—fi(f)(z)]2

En particulier, si f = id, alors les regles de dérivation
ci-dessus deviennent:

(x")Y = nx""! (neR)
(a¥) = a¥lna

uOttawa (X)) = &
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Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation
Fonctions usuelles

Corollaire (Formules de dérivation) &
Limite d'une
fonction “~

Continuité d'une

fonction 1
Zirci\;iaolzilité d'une (In X)/ = ;
1
[ "=
( Oga X) X |n a
K\’ k
— = —— k+#0
(5) = % «#0)
1
R st
(sinx) = cosx
(cosx) = —sinx
1
(tanx) = 1+tan’x= 5
COS“ X
-1

r_ 2., _
uOttawa (cotx)” = 1+4cot X=_



Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

Fonctions usuelles

Limite d'une

fonction Corollaire (Formules de dérivation)

Continuité d'une

fonction

Dériv.abilité d'une
fonction (secx) = (secx)(tanx)
/

(cscx)’ = —(cscx)(cotx)

)
)
(coshx)" = sinhx
)
)

(sinhx) = coshx
1
(tanhx = @
(Arccos X), = ﬁ
: 1
(Arcsinx)’ = A
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Caleul difiérentiel  Techniques de dérivation

F i usuell - 7o .
s Corollaire (Formules de dérivation)
Limite d'une

fonction

Continuité d'une

:D:i:;;:hte Fume (Arctanx) = 1 —:x2
-1
(Arccotx) = T’f
(Arcsecx) = T
-1
(Arcecsex) = T
(Argcoshx) = \/%
(Argsinhx)’ = ﬁ
O (Argtanhx)’ = 1 —1x2



Calcul différentiel

Fonctions usuelles

Limite d'une
fonction

Continuité d'une
fonction
Dérivabilité d'une
fonction

Dérivée d’une fonction implicite

Soit une équation implicite de la forme:
F(x,y) = G(x,y)

Voici les étapes a suivre pour déterminer %:

@ Calculer la dérivée des deux membres de I'équation, i.e,

9 Flxy) = 26(xy) (98)

@ Isoler % de I'équation (98).

=),
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Gleul difiérentiel D @rivée logarithmique

Si I'expression analytique d'une fonction y = f(x) comporte )
des produits, quotients ou des puissances, alors pour

Dérivabil ' une déterminer sa dérivée, on peut faire recours a la technique de
dérivation appelée: dérivée logarithmique.

Voici les étapes a suivre pour déterminer %:

@ Composer les deux membres de I'équation y = f(x) par
In puis appliquer les propriétés logarithmiques a
I'équation résultante.

Iny = In[f(x)] (99)

® Dériver implicitement par rapport a x

© Résoudre |'équation obtenue par rapport a y’.

=),
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Caleul différentiel  PYErjvée n-ieme d’une fonction

La dérivée f’ d'une fonction f est une fonction. Ainsi, si elle
est 3 son tour dérivable, alors sa dérivée est notée f” et est
Dérivabilité d'une appelée: dérivée seconde de f, ainsi de suite.

fonction
Définition
La dérivée n-ieme (", d’une fonction f est la fonction
obtenue aprés une succession de n-dérivées de f.

Proposition
Si f est une fonction continument dérivable jusqu’a I'ordre
n—1, alors f admet une dérivee n-ieme.

e |l est notoire qu'une fonction f peut étre indéfiniment
dérivable.

=),
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