
MAT 1722A Solutions du test du 9 mars 8h30 Prof. D. Roy

Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

2n(x− 2)n

n2 + 2
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
2n(x− 2)n

n2 + 2
. On trouve

|an+1|
|an|

=
2n+1 |x− 2|n+1

(n + 1)2 + 2
· n2 + 2

2n |x− 2|n

= 2 |x− 2| n2 + 2

(n + 1)2 + 2
= 2 |x− 2| 1 + 2/n2

(1 + 1/n)2 + 2/n2
→ 2 |x− 2| si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

2 |x− 2| < 1 ⇐⇒ −1/2 < x− 2 < 1/2 ⇐⇒ 3/2 < x < 5/2 ,

et elle diverge si

2 |x− 2| > 1 ⇐⇒ x− 2 < −1/2 ou x− 2 > 1/2 ⇐⇒ x < 3/2 ou x > 5/2 .

Le centre de la série est x = 2 et son rayon de convergence est R = 1/2 .

• Si x = 3/2, la série devient
∞∑
n=0

2n(−1/2)n

n2 + 2
=
∞∑
n=0

(−1)n

n2 + 2
.

Comme
∞∑
n=0

∣∣∣∣ (−1)n

n2 + 2

∣∣∣∣ =
∞∑
n=0

1

n2 + 2
≤ 1

2
+
∞∑
n=1

1

n2
<∞

(série de Riemann avec p = 2 > 1), cette série est absolument convergente, donc con-

vergente.

• Si x = 5/2, la série devient
∞∑
n=0

2n(1/2)n

n2 + 2
=
∞∑
n=0

1

n2 + 2
.

C’est une série à termes positifs convergente en vertu des mêmes calculs.

L’intervalle de convergence de la série est donc [3/2, 5/2].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(−1)n(x− 3)2n

4n n3
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)n(x− 3)2n

4n n3
. On trouve

|an+1|
|an|

=
|x− 3|2n+2

4n+1(n + 1)3
· 4n n3

|x− 3|2n

=
|x− 3|2

4

n3

(n + 1)3
=
|x− 3|2

4

1

(1 + n−1)3
→ |x− 3|2

4
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 3|2

4
< 1 ⇐⇒ −2 < x− 3 < 2 ⇐⇒ 1 < x < 5 ,

et elle diverge si

|x− 3|2

4
> 1 ⇐⇒ x− 3 < −2 ou x− 3 > 2 ⇐⇒ x < 1 ou x > 5 .

Le centre de la série est x = 3 et son rayon de convergence est R = 2 .

• Si x = 1, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n(−2)2n

4n n3
=
∞∑
n=1

(−1)n

n3
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/n3. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car n3 ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 5, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n n3
=
∞∑
n=1

(−1)n

n3
.

C’est la même série. Alors, elle est convergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc [1, 5].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

(−1)nnxn

n2 + 1
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)nnxn

n2 + 1
. On trouve

|an+1|
|an|

=
(n + 1) |x|n+1

(n + 1)2 + 1
· n

2 + 1

n |x|n

= |x| n + 1

n
· n2 + 1

(n + 1)2 + 1
= |x| (1 + (1/n))

1 + 1/n2

(1 + 1/n)2 + 1/n2
→ |x| si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x| < 1 ⇐⇒ −1 < x < 1 ,

et elle diverge si

|x| > 1 ⇐⇒ x < −1 ou x > 1 .

Le centre de la série est x = 0 et son rayon de convergence est R = 1 .

• Si x = −1, la série devient
∞∑
n=0

(−1)nn(−1)n

n2 + 1
=
∞∑
n=0

n

n2 + 1
.

C’est une série à termes positifs. On trouve

∞∑
n=0

n

n2 + 1
≥

∞∑
n=1

n

n2 + 1
≥

∞∑
n=1

n

2n2
=

1

2

∞∑
n=0

1

n
=∞.

Donc elle est divergente.

• Si x = 1, la série devient
∞∑
n=0

(−1)nn

n2 + 1
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = f(n) où f(x) = x/(x2 +1).

On a

f ′(x) =
1− x2

(x2 + 1)2
< 0 pour x > 1 et lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞

1

x + (1/x)
= 0.

Donc la suite bn est décroissante pour n ≥ 1 et tend vers 0 lorsque n → ∞. Alors, la

série est convergente en vertu du test des séries alternées.

L’intervalle de convergence de la série est donc (−1, 1].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

3n(x− 1)n

n2 + 1
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
3n(x− 1)n

n2 + 1
. On trouve

|an+1|
|an|

=
3n+1 |x− 1|n+1

(n + 1)2 + 1
· n2 + 1

3n |x− 1|n

= 3 |x− 1| n2 + 1

(n + 1)2 + 1
= 3 |x− 1| 1 + 1/n2

(1 + 1/n)2 + 1/n2
→ 3 |x− 1| si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

3 |x− 1| < 1 ⇐⇒ −1/3 < x− 1 < 1/3 ⇐⇒ 2/3 < x < 4/3 ,

et elle diverge si

3 |x− 1| > 1 ⇐⇒ x− 1 < −1/3 ou x− 1 > 1/3 ⇐⇒ x < 2/3 ou x > 4/3 .

Le centre de la série est x = 1 et son rayon de convergence est R = 1/3 .

• Si x = 2/3, la série devient
∞∑
n=0

3n(−1/3)n

n2 + 1
=
∞∑
n=0

(−1)n

n2 + 1
.

Comme
∞∑
n=0

∣∣∣∣ (−1)n

n2 + 1

∣∣∣∣ =
∞∑
n=0

1

n2 + 1
≤ 1

1
+
∞∑
n=1

1

n2
<∞

(série de Riemann avec p = 2 > 1), cette série est absolument convergente, donc con-

vergente.

• Si x = 4/3, la série devient
∞∑
n=0

3n(1/3)n

n2 + 1
=
∞∑
n=0

1

n2 + 1
.

C’est une série à termes positifs convergente en vertu des mêmes calculs.

L’intervalle de convergence de la série est donc [2/3, 4/3].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(−1)n(x− 2)2n

9n n2
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)n(x− 2)2n

9n n2
. On trouve

|an+1|
|an|

=
|x− 2|2n+2

9n+1(n + 1)2
· 9n n2

|x− 2|2n

=
|x− 2|2

9

n2

(n + 1)2
=
|x− 2|2

9

1

(1 + n−1)2
→ |x− 2|2

9
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 2|2

9
< 1 ⇐⇒ −3 < x− 2 < 3 ⇐⇒ −1 < x < 5 ,

et elle diverge si

|x− 2|2

9
> 1 ⇐⇒ x− 2 < −3 ou x− 2 > 3 ⇐⇒ x < −1 ou x > 5 .

Le centre de la série est x = 2 et son rayon de convergence est R = 3 .

• Si x = −1, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n(−3)2n

9n n2
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/n2. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car n2 ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 5, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n32n

9n n2
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

C’est la même série. Alors, elle est convergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc [−1, 5].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(2x− 1)n

5n
√
n

.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(2x− 1)n

5n
√
n

. On trouve

|an+1|
|an|

=
|2x− 1|n+1

5n+1
√
n + 1

· 5n
√
n

2n|2x− 1|n

=
|2x− 1|

5

√
n

n + 1
=
|2x− 1|

5

√
1

1 + (1/n)
→ |2x− 1|

5
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|2x− 1|/5 < 1 ⇐⇒ |2x− 1| < 5 ⇐⇒ −5 < 2x− 1 < 5 ⇐⇒ −2 < x < 3 ,

et elle diverge si

|2x− 1|/5 > 1 ⇐⇒ |2x− 1| > 5 ⇐⇒ 2x− 1 < −5 ou 2x− 1 > 5

⇐⇒ x < −2 ou x > 3 .

Le centre de la série est x = 1/2 et son rayon de convergence est R = 5/2 .

• Si x = −2, la série devient
∞∑
n=1

(−5)n

5n
√
n

=
∞∑
n=1

(−1)n√
n

.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/
√
n. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car
√
n ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 3, la série devient
∞∑
n=1

5n

5n
√
n

=
∞∑
n=1

1√
n

=∞.

Elle est divergente (série de Riemann avec p = 1/2 ≤ 1).

L’intervalle de convergence de la série est donc [−2, 3).
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(−1)n(x− 2)2n

9n n2
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)n(x− 2)2n

9n n2
. On trouve

|an+1|
|an|

=
|x− 2|2n+2

9n+1(n + 1)2
· 9n n2

|x− 2|2n

=
|x− 2|2

9

n2

(n + 1)2
=
|x− 2|2

9

1

(1 + n−1)2
→ |x− 2|2

9
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 2|2

9
< 1 ⇐⇒ −3 < x− 2 < 3 ⇐⇒ −1 < x < 5 ,

et elle diverge si

|x− 2|2

9
> 1 ⇐⇒ x− 2 < −3 ou x− 2 > 3 ⇐⇒ x < −1 ou x > 5 .

Le centre de la série est x = 2 et son rayon de convergence est R = 3 .

• Si x = −1, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n(−3)2n

9n n2
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/n2. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car n2 ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 5, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n32n

9n n2
=
∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

C’est la même série. Alors, elle est convergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc [−1, 5].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

(x− 1)2n

4n
√
n + 1

.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(x− 1)2n

4n
√
n + 1

. On trouve

|an+1|
|an|

=
|x− 1|2n+2

4n+1
√
n + 2

· 4n
√
n + 1

|x− 1|2n

=
|x− 1|2

4

√
n + 1

n + 2
=
|x− 1|2

4

√
1 + (1/n)

1 + (2/n)
→ |x− 1|2

4
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 1|2

4
< 1 ⇐⇒ −2 < x− 1 < 2 ⇐⇒ −1 < x < 3 ,

et elle diverge si

|x− 1|2

4
> 1 ⇐⇒ x− 1 < −2 ou x− 1 > 2 ⇐⇒ x < −1 ou x > 3 .

Le centre de la série est x = 1 et son rayon de convergence est R = 2 .

• Si x = −1, la série devient
∞∑
n=0

(−2)2n

4n
√
n + 1

=
∞∑
n=0

1√
n + 1

=
∞∑
n=1

1√
n

= ∞ (série de

Riemann avec p = 1/2 < 1).

Alors la série est divergente.

• Si x = 3, la série devient
∞∑
n=0

22n

4n
√
n + 1

=
∞∑
n=0

1√
n + 1

=∞ par le même calcul.

Alors la série est encore divergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc (−1, 3).
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

n(x− 1)n

n + 1
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
n(x− 1)n

n + 1
. On trouve

|an+1|
|an|

=
(n + 1) |x− 1|n+1

n + 2
· n + 1

n |x− 1|n
=

(n + 1)2

(n + 2)n
|x−1| = (1 + 1/n)2

1 + (2/n)
|x−1| → |x−1| si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 1| < 1 ⇐⇒ −1 < x− 1 < 1 ⇐⇒ 0 < x < 2 ,

et elle diverge si

|x− 1| > 1 ⇐⇒ x− 1 < −1 ou x− 1 > 1 ⇐⇒ x < 0 ou x > 2 .

Le centre de la série est x = 1 et son rayon de convergence est R = 1 .

• Si x = 0, la série devient
∞∑
n=0

n(−1)n

n + 1
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = n/(n + 1). Comme

limn→∞ bn = 1 6= 0, cette série est divergente.

• Si x = 2, la série devient
∞∑
n=0

n

n + 1
.

Comme limn→∞ n/(n + 1) = 1 6= 0, cette série est divergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc (0, 2).
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(−1)n(x− 3)2n

4n n3
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)n(x− 3)2n

4n n3
. On trouve

|an+1|
|an|

=
|x− 3|2n+2

4n+1(n + 1)3
· 4n n3

|x− 3|2n

=
|x− 3|2

4

n3

(n + 1)3
=
|x− 3|2

4

1

(1 + n−1)3
→ |x− 3|2

4
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x− 3|2

4
< 1 ⇐⇒ −2 < x− 3 < 2 ⇐⇒ 1 < x < 5 ,

et elle diverge si

|x− 3|2

4
> 1 ⇐⇒ x− 3 < −2 ou x− 3 > 2 ⇐⇒ x < 1 ou x > 5 .

Le centre de la série est x = 3 et son rayon de convergence est R = 2 .

• Si x = 1, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n(−2)2n

4n n3
=
∞∑
n=1

(−1)n

n3
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/n3. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car n3 ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 5, la série devient
∞∑
n=1

(−1)n22n

4n n3
=
∞∑
n=1

(−1)n

n3
.

C’est la même série. Alors, elle est convergente.

L’intervalle de convergence de la série est donc [1, 5].
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=1

(2x− 1)n

5n
√
n

.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(2x− 1)n

5n
√
n

. On trouve

|an+1|
|an|

=
|2x− 1|n+1

5n+1
√
n + 1

· 5n
√
n

2n|2x− 1|n

=
|2x− 1|

5

√
n

n + 1
=
|2x− 1|

5

√
1

1 + (1/n)
→ |2x− 1|

5
si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|2x− 1|/5 < 1 ⇐⇒ |2x− 1| < 5 ⇐⇒ −5 < 2x− 1 < 5 ⇐⇒ −2 < x < 3 ,

et elle diverge si

|2x− 1|/5 > 1 ⇐⇒ |2x− 1| > 5 ⇐⇒ 2x− 1 < −5 ou 2x− 1 > 5

⇐⇒ x < −2 ou x > 3 .

Le centre de la série est x = 1/2 et son rayon de convergence est R = 5/2 .

• Si x = −2, la série devient
∞∑
n=1

(−5)n

5n
√
n

=
∞∑
n=1

(−1)n√
n

.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = 1/
√
n. Comme bn ↓ 0

lorsque n→∞ (car
√
n ↑ ∞), cette série est convergente.

• Si x = 3, la série devient
∞∑
n=1

5n

5n
√
n

=
∞∑
n=1

1√
n

=∞.

Elle est divergente (série de Riemann avec p = 1/2 ≤ 1).

L’intervalle de convergence de la série est donc [−2, 3).
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Déterminez le rayon et l’intervalle de convergence de la série
∞∑
n=0

(−1)nnxn

n2 + 4
.

Solution: Le terme général de cette série est an =
(−1)nnxn

n2 + 4
. On trouve

|an+1|
|an|

=
(n + 1) |x|n+1

(n + 1)2 + 4
· n

2 + 4

n |x|n

= |x| n + 4

n
· n2 + 4

(n + 1)2 + 4
= |x| (1 + (4/n))

1 + 4/n2

(1 + 1/n)2 + 4/n2
→ |x| si n→∞.

Donc, en vertu du test du quotient, la série converge si

|x| < 1 ⇐⇒ −1 < x < 1 ,

et elle diverge si

|x| > 1 ⇐⇒ x < −1 ou x > 1 .

Le centre de la série est x = 0 et son rayon de convergence est R = 1 .

• Si x = −1, la série devient
∞∑
n=0

(−1)nn(−1)n

n2 + 4
=
∞∑
n=0

n

n2 + 4
.

C’est une série à termes positifs. On trouve

∞∑
n=0

n

n2 + 4
≥

∞∑
n=1

n

n2 + 4
≥

∞∑
n=1

n

5n2
=

1

5

∞∑
n=0

1

n
=∞.

Donc elle est divergente.

• Si x = 1, la série devient
∞∑
n=0

(−1)nn

n2 + 4
.

C’est une série alternée de terme général (−1)nbn avec bn = f(n) où f(x) = x/(x2 +4).

On a

f ′(x) =
4− x2

(x2 + 4)2
< 0 pour x > 2 et lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞

1

x + (4/x)
= 0.

Donc la suite bn est décroissante pour n ≥ 2 et tend vers 0 lorsque n → ∞. Alors, la

série est convergente en vertu du test des séries alternées.

L’intervalle de convergence de la série est donc (−1, 1].


