MAT 1722 A Hiver 2018. Pror. DAMIEN ROy

SOLUTIONS: EXAMEN DE MI-SESSION DU 16 MARS A 10H00

o0

(22 — 1)
sin

1. [6 points] Déterminez le rayon et l'intervalle de convergence de la série Z

n=1
(22— 1)"
5ny/n

Solution: Le terme général de cette série est a,, = . On trouve

|apsa| _ 2z —1" 5"n
la,|  5tlynt+1 22z — 1)

|22 — 1| n |22 — 1| 1 |2 — 1] .
= = — si n — o0.
5 \n+l 5 \1+@1/n) 5

Dong, en vertu du test du quotient, la série converge si

22 —1|/5<1 <= [22-1]<5 <+ -5<2r-1<5 <= [-2<z<3

et elle diverge si

20 —1|/5>1 <= |[2z—-1|>5 <= 2r—-1<-bou2xr—1>5

<— x<—20u.:1:>3\.

Le centre de la série est © = 1/2 et son rayon de convergence est | R = 5/2|.

. e (D) - (YT
e Six = —2, la série devient Z ~ = Z )
n=1 D \/ﬁ n=1 \/ﬁ

C’est une série alternée de terme général (—1)"b, avec b, = 1/y/n. Comme b, | 0
lorsque n — oo (car y/n T 00), cette série est convergente.

o
e Six = 3, la série devient E Q.
n=1

n 0 1
VD D

Elle est divergente (série de Riemann avec p = 1/2 <1).

L’intervalle de convergence de la série est donc [—2, 3).
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[e.9]

6
2. [2 points| Calculez la somme de la série télescopique Z ( CES si elle existe.
n—1)(n

n=2

A)-1/2 B)2/3 C)7/6  D)5/2 E)[9/2 F)oo

Solution: On trouve 0 :3((n+1)—(n—1)): 53 , donc
(n—1)(n+1) (n—1)(n+1) n—1 n+1
k k k k
6 3 3 3 3
=) > () "l
—~m-1hn+1) “—=Z\n-1 n+l —n—-1 “Zn+l
(3,383,383, .8 3\ (3,33 .3 3
S\l 23 k—2 k-1 3 45 ko k+1
3,3 3 3
12k k+ U
: 6 3 9
etparsultenz:;(n_1>(n+l):]}L%losk:3+§:§.
. s PR L 4r
3. [2 points] Une série a termes positifs Z a,, satisfait 0 < a,, < an pour tout n > 1. Que
n=1

peut-on dire d’elle?

e 4n X n
A) Ell t te et < — =2 B) Ell t te et < — =4
) Elle est convergente et < ; ™ ) Elle est convergente et < ; ™
& 4n x  4n
C) Elle est convergente et > Z — =2 D) Elle est convergente et > Z — =4
n=1 3” n=1 "
E) Elle est divergente. F) | On ne peut pas dire si elle est

convergente ou divergente.
X gn
Solution: On ne peut rien dire car Z 3 =X (série géométrique de raison 4/3 > 1).

n=1
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4. [3 points] Pour chaque affirmation, écrire Vrai ou Faux dans la case prévue a cet effet.

[e.9] oo
e Si0<a,<b, pour tout n > 0 et si g a, est divergente, alors E b,, est Vrai
. n=0 n=0
divergente.
e Une série a termes positifs est convergente si et seulement si ses sommes Vrai
partielles sont bornées.
. 7. |an+1| s - .
e Si lim ——— =1, alors la série E a, est divergente. Faux
n—oo |ay,| ‘
n=

[e.e]

5. [5 points] Selon le test de I'intégrale, combien de termes de la série E —( Y doit-on
n
n=1

1)

additionner pour que 'erreur d’approximation soit au plus 1073 ?

Solution: C’est une série a valeurs positives de terme général a,, = f(n) ou f(z) = ﬁ
est une fonction décroisante de x a valeurs positives pour = > 0. En posant
oo 1 k 1
3:; 1) et Sk —; CFSIE (pour k > 1),
le critere de l'intégrale donne
oo o t
Roms—n= 3 oo ) Gt in {‘miw T

n=k+1

On trouve

S S0 = P10 s k1 VR 236 = k222

11 suffit donc d’additionner 22 termes.
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o0
(x —1)"
6. On considere la série entiere f(x E YT
n
n=1

(i) [3 points] Déterminez une série pour f’(2). Simplifiez et encadrez votre réponse.

Solution: On vérifie facilement que le rayon de convergence de la série f(x) est R = 4. En
la dérivant termes a termes, on trouve

En observant qu’il s’agit d'une série géométrique de raison 1/4, on trouve que f'(2) = 1/3.

(ii) [3 points|] Déterminez une série pour / f(z)dz . Simplifiez et encadrez votre réponse.

Solution: En intégrant termes a termes, on trouve

1)n+1

/f(x)da::(]—kz;/(xn_—;)n C+Zm

ou C' désigne la constante d’intégration. Cette fonction est une primitive de f pour |[x—1| < 4,
c’est-a-dire sur U'intervalle (—3,5). Donc

0 n+1

f(x)dxzznn+1 z;n?”H—

_i1+(—1)”_§: 2 e 1
a4 1)4r = 2n(2n+1)16m n(2n + 1)16"

n=1
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7 a) [3 points] Donnez les trois premiers termes non nuls du développement en série de
MacLaurin de la fonction f(x) = In(1 + 42%). Quel est son rayon de convergence?

Solution: On a

L (—4a?)" 64
In(1 + 42%) = In(1 — (—42? :_§:<—:42_84 226
n(l +4z°) = In(1 — (—4x*)) - T x+3x

n=1

si | —42?% < 1, donc si |x| < 1/2. Le rayon de convergence de cette série est | R = 1/2]|.

b) [3 points] Donnez les trois premiers termes non nuls du développement en série de
MacLaurin de la fonction f(z) = (4 + 2%)*%. Quel est son rayon de convergence?

Solution: On a

(4 +22)%2 = (4(1 + (22/4))"* = 32 i< ) (/4"

n=0

=324 32(5/2)(a%/4) + 822 (2 paye
:32+20x2+%x4+~~

si |22/4] < 1, donc si |z| < 2. Le rayon de convergence de cette série est [ R = 2]



