Test sur deux moyennes

Soit X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes de moyenne m1 et m2 et de variance s12 et s22 respectivement. La statistique  est  utilisée pour comparer l'espérance mathématique  des deux populations

Cas 1: Populations normales, et  et  connues
    
   
1- H0 : U1 – U2 = 0
H1 : U1 – U2 ≠ 0 ; H1 : U1 – U2 < 0 ; H1 : U1 – U2 > 0  
2- Condition du test : 2 échantillons aléatoires indépendants, populations normales et sigma1^2  et sigma2^2
3- a = fixé
4-  
5-  La règle de décision i) H1 : u1 – u2 ≠ 0
Rejeter H0 si  
              ou si   
*****(ne pas diviser a/2 pour unilatérale)*****
6- Résultats empiriques : utiliser z
7- Conclusion

Cas 2 : Si on prélève indépendamment des échantillons aléatoires de tailles n1 et n2 suffisamment grandes, alors grâce au théorème central limite, la différence   suit approximativement une loi normale avec 
 
   

1- H0 : U1 – U2 = 0
H1 : U1 – U2 ≠ 0 ; H1 : U1 – U2 < 0 ; H1 : U1 – U2 > 0  
2- Condition du test : deux échantillons aléatoire indéepndants de grande taille
3- a = fixé
4- 
5- La règle de décision : Bilatéral - H1: 
Rejeter H0 si  
             ou si 
6- 

Cas 3 : Si on prélève indépendamment des échantillons aléatoires de petites tailles (n1 et/ou n2 < 30) de populations normales de variances inconnues mais supposées égales à s2, on obtient:
  
 

1- H0 : U1 – U2 = 0
H1 : U1 – U2 ≠ 0 ; H1 : U1 – U2 < 0 ; H1 : U1 – U2 > 0  
2- Conditions du test : deux échantillions aléatoires indépendants, sigma 12 et sigma 22 inconnues, et n1 et n2 petits
3- a = fixé
4- 
5- La règle de décision:  i) H1: 
Rejeter H0 si 

6- 

Estimation de s2 par S2



C alcul de Var(X1 – X2)
  Et
 
Test d’hypothèse pour observations couplées
On veut comparer les moyennes de deux caractéristiques provenant de mêmes unités statistiques d’une population (par exemple  les revenus et les dépenses des familles canadiennes)
Les variables X1 et X2 ne sont plus indépendantes
Di = Xi,1 – Xi,2
Si D1 Provient d’une population d’espérance uD et de variance 
   est un estimateur de 
   est un estimateur de   
Inférence pour observations couplées (statistique)
· Cas 1: Population normale, et D2 connue     
· Cas 2: Grand échantillon, n  30    
· Cas 3: Population normale, D2 inconnue, échantillons dépendants et n . 
Test pour uD
· H0: uD = 0
· H1: uD ¹ 0; uD < 0; uD > 0
· Conditions du test: deux échantillons aléatoires avec des observations couplées, cas 1, 2, ou 3
·  a fixé
· La règle de décision:  i) H1: 
· Rejeter H0 si  ;  (on doit calculer ) 
·              ou si 
Résultats empiriques:  
Différence entre deux proportions
Soit X1 et X2 deux variables statistiques indépendantes distribuées selon une loi binomiale de paramètre p1 et p2 respectivement et provenant de deux populations différentes. On veut comparer la proportion de succès (p1 - p2) entre les deux populations
 en autant que  et  sont grands.


test d’hypothèse pour (P1 – P2)
H0: p1 - p2 = 0  (p1 = p2 = p)
H1: p1 - p2  0; p1 - p2 < 0; p1 - p2 > 0
Conditions du test: deux échantillons aléatoires indépendants, deux variables aléatoires de Bernoulli n1 et n2 grands (n1p1, n2p2, n1(1-p1), n2(1-p2) soient tous)
Puisque  p1 = p2 = p, on doit estimer p : 
[image: ]Statistique :  ou puisque selon H0 on a p1 = p2 = p, Z= 
AVEC P : 5.Règle de decision : H1: p1 - p2 
· Rejeter H0 si 
·              ou si 
· 6.  Résultat empirique 
· AVEC Z : 5. Règle de décision :	rejeter H0 si Z   ou si Z ≥  
·  7. Résultat empirique : Z=
Distribution F de Fisher
· Pour utiliser la loi de Fisher, les observations doivent provenir de lois normales  
· La loi de Fisher est formée par le rapport entre deux variables aléatoires indépendantes suivant une distribution de Khi-deux divisées par leurs de liberté
· La distribution de Fisher dépend uniquement de v1 et v2
· La table de la loi de Fisher donne les probabilité, a, en fonction du nombre de degrés de liberté v1 et v2 et de la valeur du F
· La table donne

relation supplémentaire : si  est opposer de tableau offert, alors 
La distribution du quotien de 2 variances S12/S22
· On veut comparer la variance de deux populations. On tire un échantillon de taille n1 et n2 respectivement de deux populations normales. Pour comparer leur variance on se sert du quotient S12/S22. Si la variable analysée pour les deux populations suit une distribution de probabilité normale alors: 
· Test d'hypothèse pour deux variances : 
· H0: /  = 1  
· H1: / ; / ; / > 1
· Conditions du test: deux échantillons aléatoires indépendants, populations normales
Statistique: 
· Sous H0  
· La règle de décision:  i) H1: / 
· Rejeter H0 si      ou si
Chapitre 9
On veut tester l’hypothèse selon laquelle deux variables X et Y mesurées sur une échelle nominale ou ordinale sont indépendantes
Les observations sont réparties selon les modalités croisées des deux variables
On obtient un tableau à deux dimension appelé le tableau croisé ou tableau de contingence
[image: ]
Formulation de H0 et H1
· H0 : Les deux caractères X et Y sont indépendants
H1 : Les 2 caractères X et Y ne sont pas indépendants
· Condition du test : 
· Seuil de signification du test, a, est fixé 
· Échantillon aléatoire de taille n
· Les fréquences théoriques sont supérieures ou égales à 5
· A = fixé
· Échantillon aléatoire de taille n, ft
· 
· 
· On rejettes H0 si  
	(i,  j)
	foij
	ftij
	foij - ftij
	(foij - ftij)2
	(foij - ftij)2/ ftij

	(1,1)
	 
	 
	 
	 
	 

	
	
	
	
	Khi-deux =
	 




· Règle de décision : Rejeter H0 si 
Mesure d’association entre deux caractères
Cramer où k est le minimum entre le nombre de lignes et le nombre de colonnes et 0 ≤ v ≤ 1(ex : si 5 lignes et 4 colonnes, alors k=4)
Test d’ajustement analytique (test du X2 de Pearson)
La variable centrée réduite

Formule pour la fréquence théorique
Fti = Npi
pi = 
On veut vérifier si une distribution de fréquence empirique provient d’une distribution théorique connue
Le test du X2 permet de vérifier s’il y a une différence significative entre les fréquences observées et les fréquences calculées selon la distribution théorique
La distribution de fréquences observées est faites en Fok représente la limite entre deux classe
Distribution de fréquence théorique : calculer les fréquences théoriques selon H0 p1 = P(LI1<=X<LS1
Test d’ajustement analytique
H0: les observations proviennent de la distribution théorique f(x ;) : lois discrètes  (binomiale, Poisson, …) lois continues (exponentielle, uniforme, normale, …)
H1: les observations ne proviennent pas de la distribution théorique f(x ; 
Conditions du test: Échantillon aléatoire. n est grand (n  50), tel que les Fti 5, (on peut regrouper les classes aux extrémités de la distribution pour respecter cette condition) 
4. La statistique:  où r est le nombre de paramètre(s) à estimer de la distribution théorique et k le nombre de classes.
5. Région critique: rejeter H0 si  > a;k-1-r   
Calculer les probabilities, pi, selon Ho (pi=P() 
6. Résultat empirique: calculer  (Résultat empirique =tableau du calcul de; la valeur de k peut changer un fois que les classes sont regroupés pour que les Fti 5.) Le rejet de H0 peut provenir de trois causes 1)la durée de vie ne suit pas un loi normale;2)la moyenne de la durée de vie n’est pas u;3)L’écart type de la durée de vie n’est pas  . Les causes 2 et 3 peuvent se vérifier par les tests appropriés sur une moyenne ou sur une variance)


Distribution binomiale
 
Distribution de poisson
 

Chapitre 10
CMA = SCa /Degrée de liberté
Rapport F = CMa/Cmres
Comparaison de plusieurs moyennes
On veut comparer plus de deux moyennes
[image: ]Le t de students ne peut plus être utilisé
L’analyse de variance permet de tester l’égalité des moyennes de deux ou plusieurs populations 
SCT  =  SCA + SCRES 
;	 
; n étant la taille de l’ensemble des échantillons ; k étant le nombre d’échantillons.
SCT =   ; où   (MOYENNE)
SCA =     où 	
SCRES =

Test
1. H0:  1 =  2 = … =  k 
H1: les  j ne sont pas toutes égales  j = 1,…, k
3- condition du test : échantillons aléatoires provenant de k populations normales de variances identiques  2
4- la statistique : 
5-Règle de décision : rejeter H0 si  (Tableau)
Si les moyexnnes ne sont pas toutes égales entre les k populations: Est-ce qu’une modalité parmi toutes les autres semble avoir un effet dominant? Peut-on mettre les modalités en groupes plus homogènes?
La méthode de Tukey-Kramer (juste quand qu’on arrive a fin) (probabilité = P-value)
Ordonner par valeurs croissantes les k moyennes obtenues pour les k populations. Utiliser le carré moyen résiduel et ses degrés de liberté (CMRES avec (n-k) dl) ; (CMRES =___ et v= (n-k). Utiliser la
 table Q de Tukey-Kramer   (on prend la valeur la plus près de n ). Calculer l’écart critique w. (si la taille de chaque modalité est différente.)
 Si n1 = n2 = … = nk alors : 
*La différence est significative (tableau) si l’écart observé est plus grand que l’écart critique (donc réponse = OUI)
	Modalité
	Écart observé
	Écart critique W
	Différence significative

	X vs Y
	Y-X
	W
	Oui ou non


***Si le P value est plus petit que alfa, on rejette H0****
Chapitre 11
Analyse de corrélation linéaire
L’analyse de corrélation permet de déterminer  l’intensité de la liaison linéaire entre deux variables. On utilise le coefficient de corrélation, R, linéaire pour musurer l’intensité de la liaison



Si deux variable aléatoires sont statistiquement indépendantes(aucune liaison entre elles), le coefficient de corrélation est nul. toutefois, la réciproque n’est pas nécessairement vraie, si le coefficient de corrélation entre deux variables est nul(ou voisin de 0), ceci n’implique pas nécessairement qu’il y a avbsence de liaison entre les variables (la liaison entre les variables pourrait être de forme autre que linéaire)
Régression linéaire simple
Permet de déterminer une équation reliant la variable dépendante Y à la variable indépendante X. Permet également de déterminer la validité du modèle obtenu. Permet de faire des prévisions. . Yi =   
Yi : Variable expliquée (variable aléatoire)
: Terme constant pour une valeur donnée de Xi (variable explicative) (b0 et b1 sont les paramètres à estimer)  étant l’ordonné à l’origine et  la pente de l’équation.  étant la valeure de la pente, dependant de la valeur X. 
  : Facteur aléatoire
Composante non aléatoire
 E(Yi / Xi) =
Composante aléatoire
   = Yi - (: Les   sont des variables aléatoires indépendantes, normalement distribuées, d’espérance mathématique E( ) = 0, de variance constante Var( pour toutes les valeurs de Xi. 

L’hypothèse de normalité des erreurs n’est pas nécessaire pour estimer les paramêtre B0 et B1 par la méthode des moindres carrées. Toutefois, elle est requises pour effectuer des tests statistiqu¸es et calculer des Internvalles de confiance. L’hypothèse de normalité des erreurs E1, avec l’absence de corrélation entre les E1 permet de déduire que les E1, sont indépendants. Par la méthode des moindre carrés, on peut déterminer celle qui minimise la somme des carrée des erreurs
E(Yi ) =  (estimateurs de E(Yi ))
Détermination de la droite de régression 
Les résidus,  et  sont la différence entre la valeur sur la droite et la valeur  sur chaque x donné(un des points sur la droite)
La somme des carr.s des erreurs
B0 et b1 sont les coefficient s de regression; 
B0 : ordonnée a l’origine -----B1 :pense de la droite de regression empirique
Méthode des moindres carrés
On veut minimiser la somme des carrés des erreurs SCrés, C.-à-d. minimiser la distance qui existe( au carrée) et en faire la sommation. Sers a trouver une equation de droite qui va minimiser la difference entre les points et la somme des carrés. 
  


                      (
	Firme
i
	Vente
Yi
	Dépense de publicité
Xi
	xiyi
	yi2
	xi2

	1
	 
	 
	
	
	

	total
	yi
	 xi
	xiyi
	yi2
	xi2


***il faut calculer b1 et b0 et insérer dans , substituer la valeur Xi donnée pour trouver la valeur totale du 
Droite de régression empirique
. Puisque ; alors en substituant  on obtient 

Analyse de la variance
écart total = écart expliqué par la droite + écart non expliqué 
     
Variation totale = variation expliqué par la droite + variation non expliqué
SCT = SCR + SCrés : 
SCT = 
SCR = 
SCrés =
Le coefficient de détermination simple r2
La qualité de l’ajustement du modèle aux données peut-être mesurée grâce au coefficent de détermination simple r2. Ce coefficent donne la contribution de la variable explicative dans l’équation de regression pour expluquer les variations de la variable dépendante. C’est le pourcentage de variation qui est expliquée par l’Équation de la droite


*Si toutes les observations sont sur la droite de régression alors tous les résidus sont nuls, SCrés = 0, SCT = SCR et r2 =1. Si aucune relation existe entre Y et X, alors SCR = 0 et r2 = 0. Donc .*
Coefficient de corrélation linéaire simple
Le signe du coefficeint de corrélation est le même que celle du coefficnent de régression b1.  (r2 % de la variation totale  des (ventes) est expliquée par la droite de régression.)
Variation totale inexpliquée

	Variation
	Somme des carrés
	Degré de liberté
	Carré moyens
	F

	Régression

Résiduelle
	

	1

(n-2)
	CMR= 

Se2
	

	Totale
	
	(n-1)
	
	



Espérence des carrés moyens


Si  1= 0    alors   E(CMR) = E(CMrés) ; alors 
Si   alors   E(CMR) > E(CMrés)

Test sur b1 de fisher (est ce que l’équation de droite est significative?)
1. H0:  = 0   [E(CMR) = E(CMrés)]
H1:     [E(CMR) > E(CMrés)]
3. Aucune conditions ?
4. Si H0 est  vraie alors 
[bookmark: _GoBack]5. Règle de décision: rejeter H0 si  F > Fa;1,n-2
*si on rejettes  H0, alors le modèle est significatif. 
Résidus et mesure de dispersion 
On veut obtenir une estimation de la dispersion des Y autour de la droite de régression
Var(Yi / Xi) = = Var() 
Les résidus: 
Les résidus permettent de vérifier l’hypothèse de normalité des erreurs et l’homogénéité de la variance des erreurs.
	Firmes
i
	Ventes
yi
	Dépense de publicité
xi
	yi
	Ei
=  0
	ei2
	xiyi
	yi2
	xi2


La valeur de ei est tjs égale a 0.0
Estimation de la variance 
Se2 
Analyse graphique des résidus
L’analyse des résidus permet de vérifier que:
-E(ei) = 0
-Var(ei) = 
-les ei sont normalement distributes
-les ei ne sont pas auto corrélés(il n’y a pas de correlation entre les résidus)
(L’analyse des résidus peut se faire graphiquement)
Les rédisdus devraient se distribuer aléatoirement autour de 0. Si l’analyse du graphique des résidus en fonction de la variable dépendante rélève une forme non aléatoire, alors : le modèle n’est pas linéaire et les erreurs ne sont pas normalement distribuer. Les erreurs n’ont pas une variance constantef(hétérocédastique), ou les erreurs sont auto-corrélées
(95% = ). S’il y a un point à l’extérieur des limites, le tableau n’est pas approprié. (PROBLEME)
*FAIRE UN DES TEST D’HYPOTHESES QUI SUIT, SI QUESTION DEMANDE : ‘’est-ce que le coefficient bo (ou b1) est significatif. ***********

Inférence sur B1
B1 est un estimateur efficace de B1. B1 étant un estimateur, il possède une distribution d’échantillonnage avec une moyenne et une variance.
Si 
Alors b1, 
 
Test d’hypothèse pour B1
Le paramètre b1 mesure la dépendance linéaire entre Y et X. Si cette dépendance est significative, alors. Si , le modèle devient 
Yi =  .
1. H0: = 0
H1: 
3. Conditions du test: le modèle est valide, taille d’échantillon petite,  Yi =  ,  b1 distribué selon la loi normale,   inconnue 
4. La statistique: 
5. La règle de décision:  i) 
· Rejeter H0 si  t < -ta/2;n-2
·              ou si  t > ta/2;n-2
**** Question: si on doit rejeter H0, les dépendances sont significatives ou bien elles sont indépendantes?*********
Inférence sur B0
C’est la même définition que B1 sauf que b0 
Intervalle de confiance :  
Test d’hypothèse pour B0
Si le test d’hypothèse sur  favorise l’hypothèse nulle Ho:  = 0, le modèle devient: Yi = 
Dans ce cas, la droite de régression passe par l’origine. 
1.H0: = 0
H1: 
3. Conditions du test: le modèle est valide, Yi = + 1Xi + , b0 distribué selon la loi normale,   inconnue.
4. La statistique: 
5. La règle de décision:  i) 
· Rejeter H0 si  t < -ta/2;n-2 ou si  t > ta/2;n-2
Intervalle de confiance pour E(Yh) (pour l’espérance  de l’équation de droite) Pour X = Xh, l'estimation ponctuelle de E(Yh) est: 
La distribution d’échantillonnage de E(Yh): 
L’intervalle de confiance:  E(Yh) 
CALCUL DU S(yH)


1-trouver l’estimation ponctuelle   2-Calculer l’écart type 
3- Trouver valeur de  4- Tout insérer dans l’intervalle de confiance. 
***C’Est sur a 95% que l’équation de droit passe entre 
Intervalle de confiance pour Yh (pour un seul point)
Pour X = Xh, l'estimation ponctuelle de Yh est: 		  		
La distribution d’échantillonnage de Yh
L’intervalle de confiance:  E(Yh) 
CALCUL DU S(Dh)



1- trouver l’estimation ponctuelle  2-Calculer l’écart type 
3- Trouver valeur de  4- Tout insérer dans l’intervalle de confiance. 
***C’Est sur a 95% que peut importe l’Échantillon qu’on prends, les données pour ce point individuel seront entre 
Chapitre 12 – régression linéaire multiple
Yi = 
Yi: variable dépendante
Xij: variable indépendante j
: composante aléatoire
, , ..., : paramètres à estimer
Hypothèse fondamentales
· ei est une variable aléatoire dont E(ei) = 0 etVar(ei ) = se2  pour tout Xi
· Cov(ei , ej) = 0  pour tout i,j et  i ¹ j
· X1, X2, ..., Xk   non aléatoires et non corrélées
·  ei suit une distribution normale, N(0 , se2)
· Restriction: n > k +
Droite de régression
E(Yi)= 
Test d’hypothèse
1. H0 : b1 = 0
H1 : b1 ≠ 0
4.Rejeter H0 si t > ta/2; n-k-1
Statistique de régression
	Coefficient de détermination multiple
	R

	Coefficient de détermination R^2
	R2

	Erreur type
	Sy/x  (CMres = Sy/x2)

	Observation
	n


Analyse de variance
	
	Degré de liberté
	Somme des carrés
	Moyenne de carrée
	F
	Valeur critique de f

	Regression
	1
	SCR
	CMR = SCR/1
	
	P value
De F

	Residus
	N – 2
	SC res
	CMres=Scres/n-2
	
	

	total
	n-1
	
	
	
	



	
	Coefficents
	Erreur type
	Statistique T
	Prob
	Limite inférieur
	Limite supérieur

	Constante
	B0
	S(b0)
	B0/ S(b0)
	P value
	
	

	X
	B1
	S(b1)
	B1/ S(b1)
	P valu
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