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Probléeme 1:[7 points| Trouver la série de Fourier de la fonction de période 27:

2 0<z<m
f(x)_{() r<x<2r
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Probléme 2:[7 points] Résoudre le probleme de la chaleur & une dimension suivant (faire
toutes les étapes, sauf pour le cas standard):

Up = Uge , O0<ax<hH, t>0.

Conditions aux limites: u(0,t) =6, w(5,t) = 1.
1 3
Conditions initiales: u(z,0) = 5 sin (%x) .



Probléme 3:[10 points] Résoudre le probleme d’onde suivant (faire toutes les étapes):
Uy =y, 0<x <3, t>0,
Conditions aux limites: u(0,t) =0, wu.(3,t)=0, ¢>0.

4
Conditions initiales: u(x,0) = sin(mz)+2 sin (?ﬂx) , u(z,0) = b5sin (%x) (1 — 2sin? (%x)) :
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Probléme 4: [13 points] On considére une sphere S de rayon R = 1 cm. On voudrait
étudier la distribution du potentiel électrique autour de S, avec I’hypothese que le potentiel
est borné a l'intérieur de S et nul a l'infini. Pour les coordonnées sphériques r, 8, ¢, on
suppose que le potentiel u(r, ¢) ne dépend pas de 6. Dans ce cas u(r, ¢) satisfait I’équation

de Laplace: 5 5
2 1 : _
5(7" ur) + mﬁ—(b(sm(qb)ud)) =0.

(a) En utilisant la séparation des variables u = G(r)H(¢), et I’équation de Laplace satisfaite
par u(r, ¢), montrer que G(r) est solution de ’équation de d'Euler:

r’G" + 2rG’ — kG = 0.

(b)En posant k = n(n + 1), trouver les deux solutions indépendantes (chercher G(r) sous
la forme r%).



C 1 utilisant le changementde variable w = COS montrer que satisral uation
(c) En utilisant le changementde variabl (¢), montrer que H(¢) satisfait I'quati

de Legendre:
d*H dH
2

(d)Expliquer pourquoi n doit étre un entier dans notre situation.

(e) Sachant que la solution de cette équation est P,(w) = P,(cos ¢) ou B, est le polynéme
de Legendre de degré n, expliquer pourquoi la solution w,, = H,(cos ¢)G,(r) a 'intérieur de
la sphere a la forme:

un(r7 ¢) - Anr”Pn(cos ¢)

et la solution a 'extérieur de la sphere a la forme:

B,
Uy (r, @) = mPn(cos 9).



(f) En superposant les solutions propres, trouver u(r, ¢) et u*(r, ¢) avec la condition initiale:

u(1,¢) = 1 + 4sin® % + 3sin® ¢.



Probéme 5:[13 points] Soit une membrane circulaire de rayon 3 cm, bien tendue et fixée
au bord. On veut étudier le probleme d’onde sur cette membrane. Le déplacement u(r, 6, 1)
satisfait 1’équation d’onde:

1
utt:4<urr+—ur) , 0<r<3, t>0,
r

ol on a supposé que u(r,0,t) = u(r,t) ne dépend pas de 6. On suppose que u(r,t) est bornée
et satisfait la condition aux limites u(3,¢) = 0.

(a) En posant u(r,t) = W(r)G(t), et en justifiant le choix des signes des constantes
de la séparation des variables, montrer que G et W satisfont:

G@t)+ NG =0, W'(r)+ %W’(T) R (r) = 0.

(b) En faisant le changement de variable s = kr montrer que W (s) satisfait 1’équation de
Bessel d’ordre 0. Expliquer pourquoi W a la forme W (r) = AJy(kr).
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(c) Quelles sont les valeurs k,, de k qui permettent & W (r) de satisfaire la condition aux
limites.

(d) Résoudre pour G(t) avec les valeurs trouvées de k,.

(e) Trouver u(r,t) avec les conditions initiales
u(r,0) = 2.Jy (%r> +3J <%r>
3 3
et

w(r,0) = —Jy <%r> + 4J <%r>

ou les «,, sont les zeros de .J,.
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(f) Etudier les modes propres uy, us et usz. En particulier, dessiner pour chaque mode les
cercles qui representent les lignes nodales de la vibration (ou u est toujours zero) tout en
determinant explicitement les rayons de ces cerles.

Quelques formules
cos(2z) = 2cos?(r) — 1 = 1 — 2sin?(x),
sin(2z) = 2sin(x) cos(z).
Les premiers polynomes de Legendre sont:
Py(x) =1, Pi(z) =z, Py(z) =32?/2—1/2, P3(z) = 523/2 — 3x/2
L’équation de Bessel d’ordre v est:

o2y + xy + (22 — )y = 0.



Brouillon
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