Chapter 3

ESPACES VECTORIELS

3.1 Espaces vectoriels : définition et exemples

La théorie des chapitres 1 et 2 reposait essentiellement sur certaines propriétés algébriques
simples et évidentes de R™ : addition des vecteurs, multiplication d’un vecteur par un
scalaire... Beaucoup d’autres systemes mathématiques possedent ces mémes propriétés dont
les plus utiles sont énumérées dans la définition ci-dessous.

Definition 3.1.1 (Espace vectoriel). On appelle espace vectoriel tout ensemble non vide V
constitué d’objets appelés vecteurs, sur lequel sont définies deux opérations appelées addi-
tion et la multiplication par un scalaire (réel). Ces opérations vérifient les diz aziomes
(ou régles) énumérés ci-dessous, pour quels que soient les vecteurs u, v et w de V et les
scalaires ¢ et d.

1. La somme de u et v, notée u+wv, est dans V (stabilité de V' par rapport a l’addition).
u+v=v+u (commutativité).
(u+v)+w=u+(v+w) (associativité).

1l existe un vecteur de V dit vecteur nul ou zéro, noté 0, tel que u+0=u.

A

Pour tout vecteur u de V, il existe un vecteur -u de V', appelé vecteur opposé de u,
tel que u+(-u)=0.

6. Le produit de u par le scalaire ¢, noté cu, est dans V (stabilité de V' par rapport a la
multiplication par un scalaire).

7. ¢(u+v) = cu+ cv (distributivité de la multiplication par rapport a l’addition).
8. (c+ d)u= cu+ du (distributivité).
9. c(du) = (cd)u.

10. 1u = u.

38
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De ces axiomes définissant un espace vectoriel découlent les propriétés suivantes

Théoréme 3.1.2. (a) Le vecteur nul d’un espace vectoriel (axiome 4) est unique.
(b) L’opposé d'un vecteur (axiome 5) est unique.

(c) Pour tout vecteur u de V et tout scalaire c,

Ou=0 (3.1.1)

c0=0 (3.1.2)

—u=(-1)u (3.1.3)

Proof: La preuve de ce théoréeme est laissée en exercice |

Maintenant on va voir quelques exemples classiques d’espaces vectoriels.

Exemple 3.1.3. L’espace R" = {(x1,x2,...,x,)|x; € R™, pouri=1,...,n}, avecn > 1, est
un espace vectoriel sur R pour 'addition et la multiplication standards :

o (T1, @2, @n) + (Y1,92, 7 Yn) = (X1 + Y1, T2+ Y2, Tn + Yn).

e Pour c € R, ¢(z1, 22, - ,xp) = (cx1,CT9, + ,CTY).

e Le vecteur nul de R™ est 0 = (0,0,---,0)

e L’opposé du vecteur u = (z1,z2, -+, ) de R" est —u = (—z1,—x2, -+, —Zp).

Les autres axiomes découlent immédiatement des propriétés de ’addition et de la multipli-
cation dans R.

Exemple 3.1.4. Soit M,,,, I’ensemble de toutes les matrices de type m xn. On caractérise
une matrice A de M,,,, par ses éléments a;; situés a la ligne 7 et la colonne j et on écrit
A = [a;j]. On muni M,,,, de 'addition et de la multiplication par un scalaire de la maniere
suivante :

e Si A = [a;j] et B = [b;;] sont dans My, alors A+ B = [a;; + b;j]
e Si A=a;j] € My et c € R, cA = [cayj].

Ces opérations vérifient les axiomes 1 et 6 car A+B et cA sont bien des éémentss M.
La matrice nulle, notée 0, dont tous les coefficients sont nuls, joue bien le role du vecteur
nul pour I'addition dans My,,,. L’opposé de A = [a;;] est —A = [—a;;]. Les autres axiomes
résultent des propriétés de R ; ainsi, M,,, est un espace vectoriel sur R.

Exemple 3.1.5 (Espace vectoriel P, des polynémes de dégré inférieur ou égal a n). Pour
n > 0, on désigne par P,,, I’ensemble des polynoémes de dégré inférieur ou égal a n :

p(t) = ap + art + ast® +--- + a,t" (3.1.4)

ou les coefficients ag, ..., a, ainsi que la variable ¢ sont des réels. On appelle dégré du
polynéme p, le plus grand exposant de ¢ dans la formule (3.1.4). On définit sur P, 'addition
et la multiplication par un scalaire de la maniere suivante :
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e Sip(t) =ag+ait +ast? + -+ a,t™ et q(t) = by + byt + bot? + - - - + b,t™ sont dans
P,, alors

(p+a)(t) = p(t) +a(t)
= (ap +bo) + (a1 + b1)t + - - + (apn + by)t"

e Le produit de p par un scalaire ¢ est le polynéme cp défini par
(ep)(t) = ep(t) = cag + (car)t + - -+ (can)t".

Ces définitions vérifient les axiomes 1 et 6, car p+q et cp sont des polynomes de dégré
inférieur ou égal a n. Les axiomes 2,3 et 7 et 10 résultent des propriétés des nombres réels.
Le polynome nul, dont tous les coefficients sont nuls, noté 0, possede la propriété du vecteur
nul de 'axiome 4. Enfin, (—1)p agit bien comme opposé de p, donc I’axiome 5 est également
vérifé. Ainsi, P, est un espace vectoriel.

Exemple 3.1.6 (Espace F(D,R) des fonctions numériques définies sur D ). On désigne
par F(D,R), l'ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur un certain ensemble
D (typiquement un sous-ensemble de R). On définit 'addition de deux fonctions et la
multiplication d’une fonction par un réel de maniere usuelle.

(f+g)(t) = £(t) + &(?)

et

(cf)(t) = cf(t).
Les axiomes 1 et 6 sont clairement vérifés. Deux fonctions de F(D,R) sont égales si et
seulement si leurs valeurs sont égales en tout point de D. Par conséquent, le vecteur nul
de F(D,R) est la function identiquement nulle, notée 0, et 'opposé de f est (—1)f. Les
autres axiomes résultent des propriétés de R. Ainsi, F(D,R) est un espace vectoriel.

3.2 Sous-espace vectoriel, sous-espace engendré

Dans beaucoup de situations, les espaces vectoriels rencontrés sont des sous-ensembles
d’espaces vectoriels plus larges. Dans ce cas, seuls trois des axiomes d’espace vectoriel
sont & controler ; le reste est automatiquement vérifié.

Definition 3.2.1 (Sous-espace vectoriel). On appelle sous-espace vectoriel (ou encore sous-
espace) d’un espace vectoriel V' toute partie H de V' possédant les propriétés suivantes :

a. Le vecteur nul de V appartient a H.

b. H est stable par addition vectorielle, c’est-a-dire que pour tous vecteurs u et v de H,
la somme u+ v appartient a H.

c. H est stable par multiplication par un scalaire, c’est-a-dire que pour tout vecteur w de
H et tout scalaire c, le vecteur cu appartient a H.
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Remarque 3.2.2. e Certains auteurs remplacent la propriété a) d’un sous-espace vec-
toriel par I’hypothese que H est non vide.

e Les trois propriétés d’'un sous-espace vectoriel suffissent pour montrer qu’un sous-
espace vectoriel est lui méme un espace vectoriel.

Exemple 3.2.3. e L’ensemble constitué uniquement du vecteur nul d’un espace vecto-
riel V' est un sous-espace de V' appelé sous-espace nul et noté {0}.

e L’ensemble P de tous les polynomes & coefficients réels est un sous-espace de F(R, R),
espace des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.

e Tout plan de R? passant par I'origine est un sous-espace de R3

Remarque 3.2.4. e R? n'est pas un sous-espace de R3, car il n’est pas un sous-
ensemble de R3.

e Un plan de R? qui ne passe pas par l'origine n’est pas un sous-espace de R?, car il ne
contient pas le zéro de R3.

La notion de combinaison linéaire définie pour les vecteurs de R" se généralise aux
espaces vectotiels :

Definition 3.2.5 (Combinaison linéaire). Etant donné une famille de vecteurs vy, ... , v
d’un espace vectoriel V et des scalaires c1, ..., ¢p, le vecteur w de V' défini par

w=c1v1 + ... + Uy

est appelé combinaison linéaire des vecteurs vi, ... , v,. Les scalaires c1, ..., ¢, sont les
coefficients de la combinaison linéaire. On note Vect{wvi,...,v,}, l'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires des vecteurs vy, ... , Vp.

On a le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.6. Sivy, ... , v, sont des vecteurs d’'un espace vectoriel V', alors Vect {v1, ..., vp}
est un sous-espace vectoriel de V.

Proof: Il est cléair que Vect{vy,...,v,} est un sous-ensemble de V.

(i) Le zéro de V appartient a Vect {vy,...,v,} comme combinaison linéaire des vecteurs
V1, ... , Vp de coefficients tous nuls.

(i) Si u et w sont des éléments de Vect {vi,...,v,} ; solent ci, ..., ¢, et eq, ..., e, des
scalaires tels que u = c;vi + -+ ¢pvp et w=dyvy +--- +dpv,. Alors, on a

u+w=[cvi+- -+ vyl + [divi+ -+ dpvy)
= (cr+di)vi+-+ (cp+dp)vp,

ce qui montre que u+w est encore un élément de Vect {v1, ...,v,}. Donc Vect {vy,...,vp}
est stable par rapport a I'addition.
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(i) Siu=c1vi+ -+ ¢pVvp est un élément de Vect {vy, ..., vy} et ¢ un scalaire, alors
cu=c(cvi+---+cpvy) = (cer)vi+ -+ + (ecp)vp,

d’oll cu est un élément de Vect {vy,...,vp}, et donc Vect{vy,...,v,} est stable par
rapport a la multiplication par un scalaire.

On déduit donc de (i)-(iii) que Vect {v1,...,vp} est un sous-espace vectoriel de V. 1

Definition 3.2.7 (Sous-espace engendré, partie génératrice). Vect{vy,...,v,} est
appelé sous-espace (vectoriel) engendré par l’ensemble {vi, ..., v,}.

Si H est un sous-espace vectoriel de V', on appelle partie génératrice (respectivement
famille génératrice) de H, une partie {vi, ..., v,} (respectivement une famille (vi, ..., v,))
telle que H = Vect{vy,...,v,}.

L’exemple suivant montre comment on utilise le théoreme 3.2.6.

Exemple 3.2.8. Montrer que
H = {(xl,xg,x3,1‘4) eRYzy =a—3b,xo=b—a,z3=a,z4 =b,a et b dans R} ,

est un sous-espace vectoriel de R*.

Solution. Chaque vecteur de H peut s’écrire sous la forme
(x1,x9,23,24) = (a — 3b,b — a,a,b) = a(1,-1,1,0) + b(—3,1,0,1), pour a,b € R.

On en déduit que H = Vect{v1,va2}, avec vi = (1,—1,1,0) et vo = (—3,1,0,1). Donc,
d’apres le théoreme 3.2.6, H est un sous-espace vectoriel de R,

3.3 Vecteurs linéairement indépendants, Bases d’un sous-
espace

Etant donné une famille (V1,...,Vp) de vecteurs d’un espace vectoriel V, si I'un des vecteurs

(par exemple v,,) est combinaison linéaire des autres, alors on a intuitivement Vect {vy, ..., v}
Vect{vi,...,vp—1}. Dans cette section, on se propose de montrer qu’'on peut extraire

de (vi, ..., vp) une sous famille la plus petite qui est encore une famille génératrice de

Vect{vi,...,vp}.

Definition 3.3.1. Les vecteurs vi, ..., v, d’un espace vectoriel V sont dits linéairement
mdépendants si la seule combinaison liéaire des vecteur vy, ..., v, qui est égale au vecteur
nul est celle dont tous les coefficients sont nuls. En d’autre terme, les vecteurs vy, ..., vp
son linéairement indépendants si I’équation vectorielle

v+ v+t U, =0 (3.3.1)
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admet la solution triviale c; =0, ..., ¢, = 0 comme seule solution.

Une famille (vi,...,v,) constituées de vecteurs linéairement indépendants est dite
libre. La famille est dite liée et ses vecteurs linéairement dépendants (ou liés) si
l’équation vectorielle (3.3.1) admet une solution non triviale.

1 0 1
Exemple 3.3.2. Les vecteurs vi = |2]|, vo = |—2| et v3 = [3]| de R3 sont linéairement
3 4 5
indépendants. En effet, la méthode du pivot appliquée & la matrice [vl Vo V3 0] donne
1 0 10 1 0 10 1 0 10
2 -2 3 0| ~|0 -2 1 0~ 1|0 =2 1 0f,
3 4 50 0 4 2 0 0 0 40

ce qui montre que le systeme de matrice augmentée [vl Vg V3 O] admet la solution
triviale comme unique solution (le systéme est compatible et chaque colonne de la matrice
des coefficients est une colonne pivot). Donc les vecteurs vi, v et vg sont linéairement
indépendants.

Exemple 3.3.3. La famille (sin(¢), cos(t)) est libre dans F([0, 27],R). En effet, si ¢; et co
sont deux scalaires tels que

1 sin(t) + e cos(t) = 0, pour tout t € [0, 27,

avec (c1,c2) # (0,0) alors on aurait cos(t) = esin(t) ou sin(t) = ccos(t), pour tout t €
[0, 27]. Cela est impossible par rapport a la définition de 1’égalité de deux fonctions. Donc,
¢1 = cg =0 et la famille (sin(t), cos(t)) est bien libre dans F([0, 27], R).

0 2 6
Exemple 3.3.4. La famille (vi,vo,v3), avec vi = | 2 |, vo = |2| et v3 = [ 16|, des
-1 0 -5
vecteurs de R3 est liée. En effet, en appliquant la méthode du pivot on a
0 2 6 0 105 0
2 2 16 0~ |0 1 3 0f,
-1 0 -5 0 0000

ce qui montre que I’équation vectorielle
c1v1 + cava 4+ c3vy =0

admet des solutions non triviales, ¢c; = —5c3 et co = —3c3 avec ¢3 # 0. En particulier, pour
C3 = 1, on a vy = 5V1 +3V2.

L’exemple 3.3.4 est une illustration du théoreme suivant :

Théoréme 3.3.5. Une famille (vq,---,v,) d’au moins deux vecteurs non nuls d’un espace
vectoriel V' est liée si et seulement si 'un des vecteurs de cette famille est combinaison
linéaire des autres.
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Definition 3.3.6 (base d’un sous-espace). Soit H un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel V.. On dit qu’une famille B = (b1, ..., b,) de vecters de V' est une base de H si

(i) B est une famille libre;

(ii) le sous-espace engendré par B est H, autrement dit

H="Vect{by,---,by}.

Cette définition s’applique au cas ou H = V, puisqu’un espace vectoriel est un sous-
espace de lui méme. On peut aussi noter que si H # V, la condition (ii) implique que
chacun des vecteurs by, ..., b, doit appartenir a H, car Vect {by,---,b,} contient chacun
des vecteurs by, -+, by,.

Exemple 3.3.7 (Base canonique de R™). La famille (eq, ..., e,) des vecteurs de R™ tels que

1 0 0

1 0

e1 = 0 , ey = 0 N e
: : 0

0] 0] 1]

est une base de R" appée base canonique de R".

Exemple 3.3.8 (base canonique de M,,,;,). La famille (e11, e12, €13, €21, €22, e23) des éléments

de Moz tels que
o _frowo o _oro] oo

J0o 00 Jo 00 o0 o0
A= 0072 o1 0" BT 00 1

est une base de Ms3 appelée base canonique de Majs.

Exemple 3.3.9 (base canonique de P,). La famille F' = (1,¢,t2,--- | t") est une base de
I’espace vectoriel des polynémes IP,,, appelée base canonique de P,,.

Théoréme 3.3.10 (Représentation d'un vecteur). Si B = (by,---,b,) est une base d'un
espace vectoriel V', alors pour tout vecteur v de V| il existe une famille unique (c1,- -, ¢,)
de scalaires tels que

v=cby+---+c,b,. (3.3.2)

Proof: L’existence des scalaires (¢1,- - ,c¢,) découle du fait que B engendre V. Sup-
posons qu’il existe une autre famille de scalaires (dy,--- ,dy) tels que

v=dib; 4+ -+ d,bp.
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En comparant la derniére identité et 'identité (2.3.2) on trouve

0=v—-—v=(cg—dy)br+ -+ (¢, —dn)by.

Puisque B est une famille libre, ona ¢y —dy =0, ... , ¢p—d, = 0; d’olicy = dq, ... , ¢cp = dy. 1
Definition 3.3.11. Si B = (by,--- , b,) est une base d’un espace vectoriel V', alors, pour
tout vecteur v de V', les coefficients c1, ... , ¢, tels que

v=rc1by + -+ cpbp,

sont appelés composantes ou coordonnées de v dans la base B.

Si ey, ..., ¢, sont les composantes du vecteur v dans B, alors le vecteur de R"
1
Vs =
Cn

est appelé vecteur ou colonne de composantes de v (dans la base B).

Exemple 3.3.12. On considere la base B = (b1, by) de R?, avec by = [(1)] et by = B]

Soit v le vecteur de R? dont les composantes dans la base B sont données par [v]s = {_32 .
Déterminer le vecteur v (dans la base canonique).
Solution. D’apres la définition 3.3.11 on a
1 1 1
v =(—=2)b; +3by = (—2) [0:| +3 |:2:| = |:6:| .
1 0
Exemple 3.3.13. Soient B = (b1, bs, b3) une base de R?, avec by = |[0| ,by = |1/,
3 0
1 3
b3z = |2]|. Déterminer les composantes du vecteur v = | 0| dans la base B.
4 10

Solution. Les composantes de v dans la base B sont données par I'unique solution
(c1, c2, c3) de I’équation vectorielle

1 0 1 3
c1 |Of +e2 |1 +c3|2] =10
3 0 4 10
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En appliquant la méthode du pivot a la matrice complete de ce systeme on trouve

1 01 3 1 01 3 1 00 2
012 0Ofl~|012 O0f~|0 10 -2
3 0 4 10 0 01 1 0 01 1
2
Dol ¢y =2, cg = —2 et c3 = 1, et on déduit que [v]g = |—2
1
Théoréme 3.3.14 (Théoreme de la base extraite). Soit F' = (vq,---,vp) une famille d'un

espace vectoriel V et H = Vect {vy, -+ ,vp}.

a. Sil'un des vecteurs de F (disons vy) est une combinaison linéaire des autres vecteurs
de F, alors la famille obtenue en supprimant dans F' le vecteur v; engendre toujours
H.

b. Si H # {0}, alors il existe une sous-famille de F' qui est une base de H. Autrement
dit, on peut extraire de la famille F' une base de H.

Proof:

a. Moyennant un réarrangement d’éléments de F', on peut supposer que c’est v, qui est
combinaison linéaire des autres vecteurs :

Vp =C1Vi+cave+ -+ Ccp_1Vp—1.
Soit x € H, alors il existe des scalaires dy, ..., d, tels que
X=d1vi+ -+ dp_1Vp—1 + dpvp,
et en substituant v, par son expression donnée par la précédente identité on trouve
x = (c1dp +d1)vi+ -+ (ep-1dp + dp—1)Vp-1,

c’est-a-dire que x € Vect {vy,---,vp—1}. Dot H C Vect{vy,---,vp_1}, et puisque
l'inclusion inverse est évidente on déduit que H = Vect {vi,--- ,vp_1}.

b. Si F est libre, alors c’est déja une base de H. Sinon, il existe dans F' un vecteur qui
est combinaison linéaire des autres et, d’aprs le point (a) on peut le supprimer. On
repete ce processus, tant qu’il existe au moins deux vecteurs dans la famille génératrice,
jusqu’a obtenir une base. Si a la fin il ne reste qu’un vecteur, celui-ci est forcément
non nul, donc une famille libre, car H # {0}.

Le théreme suivant donne un procédé pour extraire une base d’une famille de vecteurs
de R™.
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Théoreme 3.3.15. Les colonnes pivots d’une matrice A forment une base du sous-espace
engendré par les colonnes de cette matrice.

Exemple 3.3.16. On considére les vecteurs suivants de R* :

1 3 —4 2 -1
Vi = 0 9 Vo = 0 ’ V3 - 1 9 V4 = _3 9 V5 = 7
0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0

Déterminer une base du sous-espace H = Vect {vy,Vva, V3, V4, V5}.

Solution : En appliquant la méthode du pivot a la matrice A = [v1,va, V3, vy, V5], on a

1 3 -4 2 -1 1 3 -4 0 3 13 0 0

00 1 -3 7 00 1 0 1 00 1 0 1
00 o0 1 —2/7]oo 0o 1 -2"1o0 0 1 -2
00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0

Les colonnes 1,3 et 4 de A = [v1, Vg, V3, V4, V5] étant pivots, on déduit du théoreme 3.3.15
que la fimille (vq,vs,vy4) est une base de H.

Remarque 3.3.17. D’apres la forme échelonnée de la matrice A = [vy, va, vs, v4], 'équation
vectorielle

C1V1 + cava + c3v3 + c4vy + c5vs = 0

admet une infinité de solutions, avec ¢; = —3cy — 7c5, c3 = —c5 et ¢4 = 2c¢; pour tout
c2,c5 € R. Par conséquent, la famille (vi,va,vs,vy) est liée avec vo = 3v; (prendre
cag =1etcsg =0)et vs = 7vy + vy — 2vy. On peut donc déduire du théoreme 3.3.14 que
Vect{vi,va,vs,vq} = Vect{vi,v3,vy}. Par ailleurs, on vérifie facilement que la famille
(v1,vs,vy) est libre ; d’ou elle forme une base de H.

3.4 Dimension d’un espace vectoriel

Dans cette section, on présente quelques propriétés intrinseques a tout espace vectoriel qui
possede une base constituée d’une famille finie de vecteurs.

Théoréme 3.4.1. Soit (uy,--- ,u,) une famille de vecteurs de R". Sip > n, alors la famille
(ug,--- ,uy) est lide.
Proof: L’équation vectorielle

61U1+CQUQ+---+Cpup:O

est équivalente & un systeme homogene de n équations a p inconnues. Le nombre de position
de pivot dans la matrice des coefficients du systeme est donc inférieur ou égal a n. D’ou, si
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p > n, le systeme possede au moins une variable secondaire et donc la famille (uy,--- ,u,)
est liée.
Théoréme 3.4.2. Si un espace vectoriel V' admet une base B = (by,--- ,by,), constituée

de n vecteurs, alors toute famille de vecteurs de V' contenant strictement plus de n vecteurs
est nécessairement liée.

Proof: Soit (uy,---,u,) une famille de vecteurs de V' comportant strictement plus de
n vecteurs. Alors, d’apres le théoreme 3.4.1 la famille ([ui]g, - - -, [up]g) est liée dans R™. 11
existe donc des scalaires c; ,..., ¢p, non tous nuls tels que

0
cl[ul]zg —+ e+ Cp[up]lg =11, dans R". (3.4.1)

Dans la base B, en écrivant
u; = utby + - +ulby,

u, = utbi 4+ ulby,
ona:
ciur + -+ cpup = cr(upby + -+ ufby) + -+ p(upby 4+ - + ullby)
= (c1ug + -+ + pup)by + -+ (crul + -+ + cpul) b
D’ol
clu% + -+ cpu}lO u% uzl,
[crur + -+ + puy)p = : =c || Tt
cruf + -+ cpuy uf upy
et on déduit que
Cl[ul]g + -4+ Cp[up]g = [clul + -4 cpup]g.
En substituant la derniére identité dans (3.4.1), on trouve
0
[ciu; + -+ cpuy|p = ||, dans R",
0
ce qui implique que ciuy + --- + cpu, = 0. Puisque les coefficients ¢, ..., ¢, ne sont pas
tous nuls on déduit que la famille (uy,--- ,u,) est liée. 1

Le théoreme 3.4.2 implique que dans un espace vectoriel V admettant une base constituée de
n vecteurs, toute famille libre de vecteurs de V' contient au plus n vecteurs. Une conséquence
de ce théoreme est le résultat suivant
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Théoreme 3.4.3. Si un espace vectoriel V' admet une base de n vecteurs, alors toutes les
autres bases de V' comportent exactement n vecteurs.

Proof: Soient B; une base de V' comportant n vecteurs et By une autre de base de V.
Alors, d’apres le théoreme 3.4.2, puisque By est une base et que By est une famille libre,
By contient au maximum n vecteurs. De méme, comme By est une base et que By est une
famille libre, By contient au minimum n vecteurs. Donc By contient exactement n vecteurs. il

Le théoréme de la base extraite combiné avec le théoréeme 3.4.3 assure que la définition
suivante a un sens.

Definition 3.4.4. Soit V un espace vectoriel non nul. S’il existe une famille finie qui
engendre V', on dit que V est de dimension finie. On appelle alors dimension de V, et
l’on note dimV , le nombre de vecteurs dans une base de V.

On définit la dimension de 'espace nul {0} comme étant égale a zéro. S’il n’existe
aucune famille finie engendrant V', on dit que V est de dimension infinie.

Exemple 3.4.5. e La base canonique de R™ contient n vecteurs, donc dimR" = n.
e La base canonique de P, est constituée de (n + 1) vecteurs, donc dim P, = n + 1.
e La base canonique de M, «x,, contient m x n vecteurs, donc dimM,,x, = m X n.

e Il n’existe pas une famille finie de polynome qui engendre ’ensemble P de tous les
polynémes, la dimension de P est donc infinie.

Exemple 3.4.6. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel

a— 3b+ 6¢
_ 5a + 4d
H= b9 —d | a,b,d,d € R
5d

Solution . On voit que H = Vect {vy,va,v3 vy}, avec

1 -3 6 0
vy = > , Vo = 0 , V3= 0 et 4
0 1 -2 -1
0 0 0 5

Le vecteur vs est colinéaire a vy, donc d’apres le théoreme de la base extraite, la famille
obtenue en supprimant vs est encore génératrice de H, c’est-a-dire qu’on a encore H =
Vect {vi,va,vy}. Par ailleurs, v et vo ne sont pas colinéaires et v4 n’est pas combinaison
linéaire de vy et vo. Donc la famille (vq, v, vy) est libre; c’est donc une base de H. On
déduit que dimH = 3.
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Théoréme 3.4.7 (Théoreme de la base incompléte). Soit V' un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors toute famille libre de vecteurs de V peut étre complétée de maniere a
former une base de V.

Proof: Soit (uy,--- ,ug) une famille libre de vecteurs de V. Si (uy,---,u,) engendre
V alors c’est une base de V. Sinon, il existe un vecteur ug;; de V n’appartenant pas
a Vect{uy, - ,ux}. D’apres le théoreme 3.3.5, la famille (uy,--- ,ug,ugsq) est libre car

aucun vecteur de cette famille est combinaison linéaire des autres. On poursuit ce proces-
sus (cette compleétion) tant que la famille libre obtenue n’engendre pas V. Le precessus se
termine nécessairement car, d’apres le théoreme 3.4.2, aucune famille libre de V ne peut
contenir plus de vecteurs que la dimension de V. 1

Remarque 3.4.8. Le théoreme 3.4.7 indique que si H est un sous-espace vectoriel d’un
espace V' de dimension finie, alors dimH < dimV.

Le théoréme suivant indique qu’on peut facilement déterminer la base d’un espace
vectoriel quand on connait sa dimension.

Théoréme 3.4.9 (Caractérisation des bases). Soit V un espace vectoriel de dimension finie
n, n > 1. Alors, toute famille libre contenant exactement n éléments de V' est automatique-
ment une base de V. Toute famille contenant exactement n éléments qui engendre V est
automatiquement une base de V.

Proof: Soit F' une famille libre contenant exactement n vecteurs de V. D’apres le
théoreme de la base incomplete, on peut comléter F' de maniere a former une base de V.
Mais comme V est de dimension n, cette base contient exactement n vecteurs ; donc F'
est déja une base de V. Supposons maintenant que F' contient exactement n éléments et
engendre F. Comme V n’est pas réduit au vecteur nul, le théoréeme de la base extraite
permet d’affirmer qu’il existe une base F’ de V extraite de F. Comme dimV = n, F’
contient exactement n vecteurs. Donc F = F’. |



