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# d’étudiant : , Note finale : sur 25

Probléeme 1 2 3 4 5 6 7

Notes

Question 1. [5 points] Résoudre le probleme a valeur initiale suivant :

4y = 4e** Y

o , y(0) = In(3).

Solution.
L’équation différentielle a résoudre se réécrit

46230
L =4V = ——
dz ey

)

donc on peut utiliser la méthode de séparation des variables. On trouve

/eydy—/élehdac

donc €Y = 2e?* + C pour une constante C, puis
y = In(2e* + O).
Enfin, comme y(0) = In(3), on trouve
In(3) =In(2 + C),
donc 3 =2+ C, puis C' = 1. La solution est

y = In(2e** +1).



Question 2. [1 point] Une citerne contient 900 litres deau avec 40 kg de sel dissout. De
la saumure qui contient 0.02 kg/L de sel y est introduite a raison de 3 L/min. La solution
est constamment brassée et évacuée au taux de 3 L/min, de sorte que le volume demeure
constant. Si Q(t) désigne la quantité de sel dissous (en kg) dans la citerne au temps t (en
minutes), quelle est ’équation différentielle que satisfait Q ?

Solution. On sait que

aQ

il (taux de sel entrant) — (taux de sel sortant)

= (3(0.02)) — 3 (%)

Donc I'équation différentielle pour @) est

dQ 18— Q(t)
dat 300



Question 3. [2 points] La série
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est une série télescopique. Calculez sa somme et donnez la valeur exacte.

Solution. On trouve que la somme partielle des k£ premiers termes de la série est

_z":( 11 )
k= Vnts Vn+3

n=1
- 1 S
=Vt 2 Vn+3
1 1 1

+

1
ot +
6 VE+3 Vk+4 \/k+5>

e s
Vi V5o V6 VEk+3
1 1 1 1

\/k:+4+\/k:+5 Vi s

La somme de la série est donc
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Question 4. [4 points] Le test de I'intégrale permet de majorer I'erreur d’approximation

de la série
Z :
n(ln n)°

n=3

par la somme partielle
20

1
0= 2 ity

n=3
Quelle majoration de l'erreur s — so¢ fournit-il ?

Solution. Selon le test de l'intégrale, I'erreur Rog = s — s9¢ satisfait

o0 1
0< Ry < - d
= —/ r(lnz)

1
J(w) = z(Inx)?

soit décroissante a valeurs positives pour x > 20, ce qui est bien le cas.
En posant © =Inx, on a du = df, et on obtient

—1
/ (Inz)> /—du 0_4(lnw)4+0

pourvu que la fonction

donc,
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4(In(20))*

0.003104

Q

Ainsi, on a Ry < 0.003104.



Question 5. [6 points]
a) [4 points|] Déterminer si la série suivante est absolument convergente, semi-convergente ou

divergente.
e
n—>=a

n=>6

b) [2 points| Quelle est, en valeur absolue, I'erreur maximale d’approximation de la série

alternée
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Solution.

(a) On considere la série en valeur absolue. Puisque
= > —
2 2522

n=>6
et que Y 7. % diverge car c’est la série harmonique. Nous avons que

—~

—1)"
n—>

i
—~n— )
diverge par le test de comparaison.
oo (=)™

Par contre, nous avons que ) > . ~—= est une série alternée tel que b, = %_5 et b, est

L < %5 et lim,, o b, = 0. Ainsi, elle converge par le test

positif, décroissante car
n—4 —

des séries alternées.

Dong, la série est semi-convergente.

(b) La valeur absolue du terme général de cette série est

1
by, = ———
" n(lnn)’

qui est une fonction dcroissante de n, pour n > 2.

Alors, le critere des séries alternées nous apprend que lerreur dapproximation Rg = ssg
satisfait

R < b7 = = ~ 0.005120213.

7(In(7))



Question 6. [6 points] Déterminer le rayon et l'intervalle de convergence de la série entiere

= (o — 1)
— (n+1)3"
Solution.
Le terme général de cette série est
ap = —<$1) )
(n+1)3"
On trouve
L N Ve N R V%
|| (n+2)32+t oz —1J»
oz =1 n+1
B 3 n+2
oz =1 1+1/n
B 3 1+2/n
L ke
3
lorsque n — oco. Le rayon de convergence de cette srie est donc R = 3.
Ainsi. puisque la série est centré en x = 1, I'intervalle de convergence inclu | — 2,4[. 1l
faut maintenant y vérifier les bornes.
Pour x = —2, la série est

Son
—n+ 1
qui est une série alternée avec b, = n%l qui est décroissant, positif et lim,,_,,, = 0. Donc,

convergente.
Pour = = 4, la série est

=1
gn—i—l’

on choisie a,, = HLH et b, = % et puisque

1

lm —" 4

La série est divergente par le test de comparaison version limite.
Ainsi l'intervalle de convergence est [—2, 4].



Question 7. [1 point] Une fonction f(x) admet le développement en série suivant autour
du point x = 2 :
fl@)=4+43(x—-2)-3(x—2)°-2(z—2°+...

Quel est f®)(2) ?
Solution. Le coefficient de (z — 2)3 est % Donc, f®(2) = —2-(3!) = —12.
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