Chapter 1

Généralité sur les vecteurs de R"

La notion de vecteurs apparait dans des contextes mathématiques ou physique tres variés,
qui seront abordés plus tard dans un chapitre particulier. Dans ce chapitre, nous présenterons
les vecteurs de R” comme une liste ordonnée de nombres. Les notions abordées permettront
d’interpréter d’importants résultats dans les prochains chapitres.

1.1 Définitions et propriétés algébriques

1.1.1 Vecteurs de R?

R?, appelé plan cartésien, désigne I’ensemble des couples (a, b) de réels:
R? = {(z,y)|z € R,y € R}.

Les éléments de R? sont appelés points. Un point M (z,y) de R? est entierement spécifié
par ses coordonnées x et y. La figure suivante montre trois points A(—2,—1), B(3,—1) et
C(2,2) dans le plan.

®(2,2)

L

~3=1) Gy

Figure 1.1: Points dans le plan.

A deux points quelconque A(aq,a2) et B(b1,b2) du plan on fait correspondre un segment
de droite orienté (une fléche) d’origine A et d’extrémité B, noté 1@ et appelé vecteur
AB. Le mot segment de droite orienté dans ce contexte indique qu’un vecteur du plan est
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caractérisé par une direction, un sens et une longueur. En occurence, le vecteur /@ a pour
direction la droite (AB), pour sens de A vers B et pour longueur celle du segment AB.

by —ay
bg — ag
peut étre identifié au point du plan de coordonnées (by —aq,bs —ag). Par exemple, si A(1,2)

et B(2,0) alors on note AB = [ ] ou encore AB = (1,—2). Siles points A et B sont
0
0

Le vecteur E est représenté par le tableau a une colonne { ] qui a son tour

—2
confondus, alors E AA [

B
Acteur#\_é
A

} et on parle de vecteur nul.

vecteur U

Figure 1.2: Exemples de vecteurs.

Egalité de deux vecteurs de R?

11 est donc évident que plusieurs vecteurs de R? peuvent avoir un méme représentant. Par
conséquent, on dira que deux vecteurs sont égauz (identiques) s’ils ont le méme représentant.

En d’autre terme, si U = Z } et ¥ = [ (Ci }, alors W = U si et seulement si a = ¢ et

b = d. L’égalité de deux vecteurs ne dépend pas des points d’extrémités et des points
d’origines de ces deux vecteurs. Géométriquement, les vecteurs AB et C'D sont égaux
équivaut a dire qu’ils ont méme direction, méme sens et méme longueur et par conséquent
le quadrilatere ABC D est un parallélogramme.

Addition et multiplication par un scalaire

Etant donné un point M et un vecteur 7 du plan, il existe un unique point M’ du plan tel
que MM' = 7. Le point M’ est appelé image du point M par la translation du vecteur

.

Definition 1.1.1. La somme de deuz vecteurs U et ¥ est le vecteur associé d la translation
de vecteur W suivie de la translation de vecteur 7; on note ce nouwveau vecteur U + 0.
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Figure 1.3: Somme de deux vecteurs.

1. La somme de deux vecteurs obéit a la régle du parallélogramme: si ABC'D est un
parallélogramme alors E + E = AC.

Figure 1.4: Regle du parallélogramme

2. Si U est un vecteur de R? et k un réel, alors k7 est un vecteur de méme direction et
de méme sens (si k > 0 sinon de sens opposé) que U et dont la longueur est |k| fois
la longueur de . Le vecteur ¥ = k est dit colinéaire au vecteur .

Figure 1.5: Produit d’un vecteur par un scalaire

Exemple 1.1.2. Considerer le parallélogramme ABCD de centre E de laﬁgure suivante.
Exprimer les vecteurs E , A‘& , B?, EE et ﬁ en fonction des vecteurs DA et 58 .

D G

Solution. Puisque ABCD est un parallélogramme on a immédiatement E = 58 et
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—
B? = —£>A. D’apres la définition de la somme de deux vecteurs _01>1 a x@ = zﬁ +
DC =—-DA+ ﬁ . La rgle du paralﬁ}ogramme implique que lﬁ =DA+ lﬁ et puisque
ﬁ = %]jg on déduit que EB = %DA + %D .
1.1.2 Vecteurs de R?
R3, appelé espace a trois dimensions, désigne I’ensemble de tous les triplets (z,y, ) de réels:

R = {(z,y,2)|xr € R,y € R,z € R}.

Un point M (z,y, 2) de R? est spécifié par ses trois coordonnées x,y et z. La figur suivante
montre la réprésentation d'un point M (z,y, z) dans R3.

ra

M,

L"'“--, MIX.Y.Z)

Figure 1.6: Point dans R3

Les vecteurs de R? s’interpretent de la méme maniere que ceux de R?; ils s’identifient
x
aux tableaux | y | ou aux points (z,y, z).
z

1.1.3 Vecteurs de R"

Pour un entier n > 1, R™ (lire "r-n") désigne ’ensemble de tous les n-triplets (z1,x2, ..., zy)
de réels:
R™ = {(x1, 22, ....,xn)|z1 € Ry22 € R, ..., 2, € R}

Un point M(x1,x2, ..., x,) de R™ est spécifié par ses coordonnées 1, za, ..., Tp.

L’interprétation géométrique des vecteurs comme un segment orienté a un sens seule-
ment dans R? et dans R?. Dans tout ce qui suit, un vecteur de R™ désignera une liste
ordonnée (ou n-uplets) de n réels, que l'on écrit en général sous forme d’un tableau de n
lignes et une colonne:

uy uy
U= : ou tout simplement u =
Un Un

= ‘
On appelle vecteur nul de R™ et noté 0 (ou 0), le vecteur de R™ dont tous les éléments
sont nuls.
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Soient u = : et v = : deux vecteurs de R™:
Un Un
Egalité de deux vecteurs
Les vecteurs u et v sont égaux si leurs composantes sont identiques:
Uy = U1
U=7v <=
Uy = Up
Somme de deux vecteurs
u + v est le vecteur dont les composantes sont la somme des composantes de u et de v:
U1 + v

u+v=

Uy, + U

Produit d’un vecteur par un scalaire

Pour tout réel k on a
k:u1

ku =

ku,

Opposé

L’opposé du vecteur u est le vecteur noté —u dont les composantes sont les opposés des
composantes du vecteur u.

—u
—Uu =
_un
1 -5
Exemple 1.1.3. Calculer u — 3v, pour u = | —2 | et v = 1
0 1
Solution. On a
1 -5 1 15 16
u—3v=| -2 | —3 1 = -2+ -3 |=| -5
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1
Exemple 1.1.4. Soient A(1,0,—2) un point et ¥ = | =2 | un vecteur de lespace.
3
Déterminer les coordonnées du point B tels que E = .
Solution. En notant B = (z,y, 2), on a
z—1 1 r—1=1 r=2
AB = T y = 2| =/ y=-2 —={ y=-2
z+2 3 z+2=3 z=1

Donc B = (2,-2,1).

Propriétés algébrique de R"
Quelques soient les vecteurs u, v et w de R™ ainsi que les scalaires c et d:
a. utv=v+tu
b. (u+v)+w=u+(v+w)
c. u+0=0+u=u
d. u+(—u)=—-u+u=0 ou —udésugne (—1)u
e. clutv)=cu+cv
f. (c+d)u=cu+du
g. c(du) = (cd)u
h. lu=u.

Definition 1.1.5 (Combinaisons linéaires). Etant donné des vecteur vy, v, ...,v, de R" et
des scalaires c1,.ca, ..., cp, le vecteur w défini par

W = C1U1 + C2U2 + ... + CpUyp

est appelé combinaison linéaire de vy, v, ..., vy, les scalaire cy, .ca, ..., c, sont appelés co-
efficients de la combinaison linéaire.

L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, v, ..., v, de R™ est noté Vect {vy, va, ...

et appelé partie de R" engendrée par les vecteurs vy, v, ..., Vp.
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7
Exemple 1.1.6. Le vecteur b = 4 est une combinaison linéaire des vecteurs a; =
-3
1 2
—2 | etag=| 5 |, car
-5 6
7 1 2
4 =3 -2 | +2]|5
-3 -5 6

Remarque 1.1.7. Dans R?, pour tout vecteur non nul v, Vect {v} est I'’ensemble de tous
les vecteurs collinéaires a v, qui n’est autre que la droite passant par 'origine et de vecteur
directeur v.

De méme, si u et v sont deux vecteurs non nuls et non colinéaire de R?, Vect {u, v} est
le plan de R? contenant les vecteurs u, v et 0. En particulier, Vect {u,v} contient Vect {u}
et Vect {v}.

1.2 Produits scalaires, longueur et orthogonalité dans R"

1.2.1 Produit scalaire et longueur

u1 V1
Definition 1.2.1. Soient u = : et v = : deuz vecteurs de R™. On appelle

Unp, Un,
produit scalaire de u et v, le scalaire noté u-v et défini par

UV = ULV + U2V + ... + UpVp.

2 3
Exemple 1.2.2. Pouru= | =5 | et v = 2 |,ona
-1 -3

w-v=2(3)+(=5)2+ (-1)(-3) = —1.
Théoréme 1.2.3. Soient u, v et w trois vecteur de R™ et ¢ un scalaire. Alors
a U v=0v-u
b. (u+v) - w=u-w+v-w
c. (cu)-v=clu-v)=u-(cw)

d. u-u>0etu-u=0siet seuleument si ©v = 0.
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U1

Definition 1.2.4. Soitv= | --- | un vecteur de R™. On appelle longueur (ou norme) de
Un

v, le scalaire positif ou nul noté ||v|| défini par

vl = Vv-v = \/v% +v3 + ...+ vl
Si ||v]| =1 on dit que v est un vecteur unitaire.

Definition 1.2.5. Soient u et v deux vecteurs de R™. On appelle distance de u et v, et on
note dist(u,v), la longueur du vecteur u — v, c’est-a-dire

dist(u,v) = |Ju —v]|.

Théoréme 1.2.6. Si u et v sont des vecteurs de R” et ¢ un scalaire, alors:

(@) [lev]l = [efllo]
(b)  Ju-v| <|lull|lv|]] (Inégalié de Cauchy-Schwartz)
(¢) |u+o| <|ull+[jv|. (Inégalié triangulaire)

Proof:
a) Ona

lev]* = (cv) - (ev) = e v = (cl|v]])?,

d’ou
[ev][ = lell|v],

car |[cv|| > 0.

b) Cette inégalité découle du fait que le polynome du second degré
Qt) = [[tu + o> = ul** + 2tu - v + [|o]?
est a discriminant positif.

= [|ul|® +2u-v+|v[?. 1

¢) On obtient (c) en substituant I'inégalié (b) a 'identité

Exemple 1.2.7. Trouver un vecteur unitaire dans la direction de v dans R".

Solution. Si v # 0, alors u = oV ou U = ”11)”11 convient, car, d’apres le theoreme
précédent nous avons

i

iH \ ]u = Lol =
ol Tor 1= T
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Definition 1.2.8. (Angle entre deux vecteurs de R? et R?) Soit u et v sont deuz vecteurs
non nuls de R? ou R3. Alors, langle entre les vecteurs u et v est le réel 6 tel que

(i) w-v = ul [o]jcosd
(i) 0 <6 <m.

Exemple 1.2.9. On considere le triangle de sommets A(3,—1,2), B(5,—2,5) et C(2,0,3)
de l'espace. Déterminer les angles en A et en B. Que peut on dire de ce triangle?

Solution. On a AB = (2,-1,3), AC = (~1,1,1) et BC = (—3,2,~2). Alors,
a) L’angle en A du triangle ABC' doit satisfaire

(PAC) - ﬁﬁ VR <2—(1_>i)++<é>_21}(<1—)1+>23(+1 ganal
par conséquent c’est un angle droit.
b) L’angle en B du triangle ABC doit satisfaire
cos(ABT) - BA-BC _(-4B) BC _ —2(=3) + (1)(2) + (~3)(-2) _u
AB.BC ABBC (-2 + (12 + (337 + (2 + (22 V238

done ABC = cos™1(14//238 ~ 24,84°.
Le triangle ABC est rectangle en A.

1.2.2 Vecteurs orthogonaux et projections orthogonal sur une droite

Definition 1.2.10. Deuz vecteurs u et v de R™ sont orthogonaux (entre eux) si u-v = 0.

Exemple 1.2.11. Trouver le scalaire a tel que les vecteurs @ = (—1,2,0) et ¢ = (a,1,1)
soient orthogonaux.

Solution. On a
UV =0 (-1)a+21)+01)=0<=a=2.
Donc o et ¥ sont orthogonaux si et seulement si a = 2.

Theorem 1.2.12. (Théoréme de Pythagore)Deuz vecteurs de R™ sont orthogonauz si et
seulement si
2 2 2
lu+oll” = [[ul]” + [l
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Théoréme 1.2.13. Soit u un vecteur non nul de R™. Alors tout vecteur v de R" peut

s’écrire de fagon unique
V=042, (1.2.1)

ol ¥ = ku pour un certain scalaire k et z est un vecteur orthogonal & u. Le vecteur v est
appelé projection orthogonal de v sur u (ou sur la droite D = Vect {u}), noté proj,(v), et
satisfait "
707, (V) = U. 1.2.2
proju(v) = —— (1.2.2)
4 1
Exemple 1.2.14. Soient u= | —1 | et v = 2 . Ecrire v sous la forme v = v; + vs,
1 -3
ou vy est parallele a u et vy orthogonal a wu.

Solution. D’apres le Théoreme 1.2.13, v; est le projété orthogonal de v sur u; donc

u-v 1 4 ~2/9
vy =proju(v) = —u=—-—1| -1 | =| 1/18 |;
wot 181 ~1/18
et
1 ~2/9 11/9
vy=v—vy=| 2 | —| 1/18 | =] 35/18
-3 ~1/18 53/18

On vérifie que
w-vy =4(11/8) 4+ (—1)(35/18) + 1(—53/18) = 0.

Exemple 1.2.15. On consideére les points A(—1,0,1), B(1,2,1) et C(1,0,—2) de R3.
Déterminer les coordonnés du point H, pied de la hauteur issue de A.

—
Solution. D’apres 'hypothese, §IE>I est le projeté orthogonal de BA sur B? . Alors,

—s 0
i BABCps 4|l
33.33 13 _3

Donc, si H = (hy, he, h3) nous avons

hy —1 s [0 hy =1
hy=2 | =5 | =2 | =( hy=2-8/13=18/13
hy — 1 -3 hg=1-12/13 = 1/13

Donc H = (1,18/13,1/13).

1.3 Produit vectoriel et applications

Les notions abordées dans cette section concernent uniquement ’espace R3.
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1.3.1 Produit vectoriel

Uy U1
Definition 1.3.1. Soient @ = | uy | et ¥ = | vo | deuz vecteurs de R®. On appelle
us V3

produit vectoriel de u et v, le vecteur noté u x v défini par

u X v = (ugus — vousz, —(u1v3 — ViU3), UV — VIU2)

_ (w2 w3zl |ur ug| jur U2
o Vg U3 ’ V1 U3 ’ v U2 '
4 1
Exemple 1.3.2. Siu=| -1 | et v = 2 |,ona
1 -3
T ] k B
1 2 -3
soit
1
uxov=| 13
9

Théoréme 1.3.3. (Propriétés du produit scalaire)Soient u, v et w trois vecteurs de R? et
¢ un scalaire. Alors,

(a) uxv=-vxu

(b)

(
() (u+v)Xw=uxXxw+vXw
(

(d)

(e) |lu x v]| = |lu]|||v||sind, du @ est I'angle entre les vecteurs u et v.

uxv)-v=(uxv)-v=>0
cu) X v=ux (cv) = c(u X v)

Remarque 1.3.4. 1. L’identité (b) implique que u x v est un vecteur orthogonal aux
vecteurs u et v.

2. L’identité (e) implique que la surface du parallélogramme de coté ||u| et ||v| est
lu x vl

Exemple 1.3.5. Trouver l'aire du triangle de sommets A(1, —1,1), B(—1,0,0) et C(0,2,1).

Solution. L’aire du triangle ABC' est la moitié de I’aire du parallélogramme de coté E =
(—2,1,-1) et AC' = (~1,3,0). On a

ik
ABx AC = |-2 1 —1:<‘1 -1

-1 3 0

-2 -1} |-2 1
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Donc 'aire du triangle ABC' est

%H@ x AC| = %\/(3)2 +(1)?2+(=5)% = \/2?5

Thé_o>réme 1.3.6. ( Volume d’un parallélopipede) Le volume d’un parallélopipede de coté
E), b et ¢ dans R3 est

(@ xB)- 2|
1 7
Exemple 1.3.7. Calculer le volume du parallélopipede de cotésu= | —2 |, v = 1
2 —6
2
etw=| —1
6

Solution. On a

1 g k B
uxv=|1 =2 22(’12 2
2 1 6

12
2 6

)

1 -2
D) 1 ’) - (_147 _275)7

d’ou

(uxv)xw=|(-14,-2,5) - (2,—1,6)| = 4

1.4 Droites et plans dans R?

1.4.1 Droites dans R?
Définitions et propriétés

Soient A un point de R? et U = (a, b, c) un vecteur non nul de cet espace. Alors, la droite
D passant par A et de vecteur directeur U est I'ensemble des point M (z,y, z) de l'espace

tels que les vecteurs AM et U sont colinéaires; c’est-a-dire

AM =17, teR. (1.4.1)

L’équation (1.4.1) est équivalente a

—_— —
OM = OA+td, teR,
ou encore
x TA a
yl=|ya |+t]| b ]|, teR (1.4.2)

z ZA



1. GENERALITE SUR LES VECTEURS DE RV 13

(1.4.2) est appelé équation paramétrique vectorielle de la droite D. L’équation paramétrique
de cette droite est

r=1xa+ta
y=ya+tb teR (1.4.3)
Z=2za+tc

Deux droites (D) et (D) de I'espace sont dites paralléles si leurs vecteurs directeurs
sont colinéaires; elles sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.
Remarque 1.4.1.

a) Deux droites de I’espace sont paralleles, sécantes ou non sécantes. Dans les deux premiers
cas on dit que les deux droites sont coplanaires (elles appartiennent & un méme plan).

b) Deux droites orthogonales de 1’espace ne sont pas nécessairement sécantes.

Distance d’un point a une droite

La distance entre un point M & une droite D, notée dist(M, D) ou dist(M, 7), si 7 est
un vecteur directeur de D, est la plus courte distance entre M et un point de D. Si H est
le projeté orthogonal de M sur D (c’est U'intersection de la droite D et sa perpendiculaire

passant par M), alors dist(M,P) = HMﬁ ||. Soit A un point de D; alors

1AM x d |
Id|

Exemple 1.4.2. Déterminer ’équation vectorielle et paramétrique de la droite D passant
par le point A(3, —1,3) et de vecteur directeur v = (1,1,2). Que pont-on dire de la position
de la droite D par rapport aux droites suivantes:

dist(M, D) — | M| = |

a) La droite Dy = {(3 4 2t,—1 + 2¢,4t)|t € R}
b) La droite Dy = {(3 +t,—1+1¢,3 —t)|t € R}

c) La droite D3 = {(7+3t,—1+t,4)|t € R}.

Solution. L’équation vectorielle de la droite D est

T 3 1
y | =] -1|+¢t| 1], teR;
z 3 2
son équation paramétrique est
r=3+t
y=-1+¢t | teR

z =3+ 2t.
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a) Le vecteur directeur v = (2,2,4) de la droite D; est colinéaire a celui de la droite
D, U1 =27. De plus, le point A de la droite D n’appartient pas & la droite Dy, car
il n’existe pas un scalaire t tel que (3,—1,3) = (3 + 2¢,—1 + 2t,4t). Par conséquent,
les droites D et Dy sont paralleles et non confondues.

b)  Le vecteur directeur 'y = (1,1,—1) de la droite Dy est orthogonal & celui de la
droite D, car
Uy U =101)4+1(1) 4+ (1) x2=0.

Par conséquent, les droites D et Dy sont orthogonales. D’autre part, puisque les deux
droites ont un point commun, le poit A = (3, —1,3), elles sont perpendiculaires.

c) Les droites D et D3 sont ni colinéaires ni orthogonales, car leurs vecteurs directeurs
ne sont pas colinéaires ni orthogonaux. Pour evaluer si ces deux droites sont sécantes
on résoud le systeme suivant

7T+3t1 = 34+t 3t1 = —4+1ty t1 = to
14+t =—-1+1 <~ t1 = 12 < to = —2
4 =3+ 29 —2t9 =—-1 to = 1/2;

qui n’a pas de solution. Donc les droites D et D3 ne sont pas coplanaires.

Exemple 1.4.3. Soient A(1,1,2), B(—5,0,3) et P(1,0,0) trois points de ’espace R3.
Déterminer une équation paramétrique de la droite D passant par les points A et B et
en déduire la distance du point P par rapport a cette droite.

Solution. Un vecteur directeur de la droite D est 1@ = (—6,—1,1); d’ou I’équation
paramétrique

r=1-—6t
y=1-—t | teR
2 =2+t

La distance de P a la droite D est donc

dist(P,D) = ”A—ﬂ:x ‘Té”.

avec,

)

ik
APxAB=|0 -1 —2:(‘_1 _2’,—‘0 -2

-6 -1 1

0 -1
6 _1D—(—3,12,—6).

D’ou

. (=32 + (12)2 + (=6)2 /189
dist(P,D) = \\//(—6)2 ) = /3% = 34/21/38.
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1.4.2 Plan dans ’espace
Définitions et propriétés

Soient A(z4,ya,24) un point et U = (uy,ug,us) et v = (v1,v2,v3) deux vecteurs non
colinéaires de l’espace. Alors, le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs U et
est 'ensemble des points M (z,y, z) de 'espace pour lesquels il existe deux scalaires s et ¢
tels que

AM = s + 17, (1.4.4)

L’équation (1.4.6) est équivalente a

OM = OA + s +17, s.teR,

ou encore
x T A Ul V1
y|=|ya | +s|u | +t] v |, s, teR (1.4.5)
z ZA us V3

(1.4.5) est appelé équation paramétrique vectorielle du plan (P). L’équation paramétrique
est
T =x4+ sul + 1ty
Y =ya + sug +tvy s,teR (1.4.6)
z = zA + sug + tvg

Un vecteur 77 est dit normal au plan (P) s’il est orthogonal aux vecteurs U et W (c’est
le cas du vecteur @ x ).
Equation normale (cartésienne) du plan (P)
Si_)ﬁ = (a,b,c) est un vecteur normal du plan (P) , alors l'identité (1.4.6) implique que
AM -7 = 0. D’olt 'équation suivante
a(x —xa)+ by —ya)+c(z—24)=0 (1.4.7)
appelée équation cartésienne (normale) du plan (P).

Definition 1.4.4. a. Une droite D est paralléle a un plan (P) si elle est paralléle d une
droite du plan (P) (dans ce cas, le vecteur normal du plan est orthogonal au vecteur
directeur de la droite).

b. Une droite D est perpendiculaire a un plan (P) si son vecteur directeur est normal @
au plan (P).

c. Deux plans (P) et (P') sont dits paralléle si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

d. Deux plans (P) et (P') sont dits orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthog-
onauz.
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Remarque 1.4.5.

a. Un vecteur normal a un plan est orthogonal a tous les vecteurs de ce plan.

b. L’intersection d’une droite et un plan est un point, la droite elle méme ou un ensemble
vide

c. L’intersection de deux plans est I'un des plans (on dit que les plans sont confondus),
une droite ou un ensemble vide.

Distance entre un point et un plan

La distance entre un point M et un plan P, notée dist(M,P), est la plus courte distance
entre M et un point de P. Si H est le projeté orthogonal de M sur P (c’est le point H du
plan P tel que ce plan et la droite (HP) soient perpendiculaires), alors dist(M,P) = ||m]\
Si A est un point quelconque du plan et 7 un vecteur normal au plan, alors

—
, — N AM -7
dist(M,P) = | M| = |projs (AM) | = 'ﬁ”ﬁ'

Exemple 1.4.6.

a) Trouver I’équation paramétrique vectorielle et I’équation paramétrique du plan P passant
par le point D(3,—2,5) et de vecteurs directeurs @ = (0,1, —2) et o = (3, —1,1).

b) En déduire une équation cartésienne de P.

Solution.

a) L’équation paramétrique vectorielle du plan P est de la forme

X D U1 U1
y | =1|yp | +s| us | +t| v2 |, s,teR;
z ZD us V3

d’ou
T 3 0 3
y|l=1-21+s 1 +t| -1 1|, s,telR
z 9 -2 1

On déduit I'équation paramétrique

r=3+3t
y=-2+s—-1 |, s,t € R.
z=5—2s+1t

b) Un vecteur normal du plan P est @ x ', avec

(-1,-6,-3).

i

i j ok B
UxV =0 1 —2:(‘_11 12
3 -1 1

o -2
31

)



1. GENERALITE SUR LES VECTEURS DE RV 17

Par conséquent, une équation cartésienne de P est de la forme

—xr — 6y —3z2+4+c=0,
et puisque le plan passe par le point D(3,—2,5) on doit avoir
—(3)—6(—2) —3(5) +c=0<= c=6.
Finalement, I’équation cartésienne du plan est

z+6y+32—-6=0.

Exemple 1.4.7. Trouver 1’équation cartésienne du plan P parallele a ’axe des z et con-
tenant la droite D = {(1 + ¢, —t,3 + 2t)|t € R}. Le plan P contient-il axe des z ?

%
Solution. Les vecteurs directeurs k& = (0,0,1) de Paxe des z et ¥ = (1, —1,2) de la droite
D sont deux vecteurs non colinéaires du plan et ce plan contient le point A(1,0,3) de la
droite D. Par conséquent, il s’agit du plan passant par le point A(1,0,3) et de vecteurs

_>
normal k x ¥ = (1,1,0). Son équation cartésienne est de la forme
rz+y+0z+c=0,

(1) + (0) +0(3) +c=0 = c = —1.

On déduit donc I’équation cart$ienne
r4+y=1

Le plan P ne contient pas I’axe des z, car il n’admet pas les points (0,0, c) pour tout
scalaire ¢ (il n’existe pas un plan contenant ’axe des z et la droite D, ces droites ne sont
pas coplanaires).

Exemple 1.4.8. Déterminer la distance du point Q(1, —1, 2) par rapport au plan P d’équation
cartésienne 7x 4+ 3y — z = 19.

Solution. Le plan P passe par le point A(2,2,1) et @ = (7,3,—1) est son normal. Par
conséquent

dist(@.p) = A9 L -3.1) (1.3, -1 _ 1759
’ [ VGEEN O CSERE
Exemple 1.4.9. On considere le plan P d’équation cartésienne 3z — 5y + z = 10. Trouver
I'intersection du plan P respectivement par rapport a la droite D = {(1 +t,1 —¢,3 +¢)|t € R}
et le plan P’ d’équation cartésienne x +y — z = 0.
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Solution.

a) La droite D n’est pas parallele au plan P, car son vecteur directeur d = (1,-1,1)
n’est pas orthogonal au vecteur normal = (3,—5,1) de ce plan. Par conséquent,
'intersection est un point M = (1+¢t,1—t,3+1¢), avec 3(1+¢)—5(1—t)+ (3+1¢) = 10;
soit M(2,0,4).

b) Les deux plans ne sont pas paralleles, car leurs vecteurs normaux = (3,=5,1) et
= (1,1,—1) ne sont pas paralléles; par conséquent leur intersection est une droite.
Pour déterminer 1’équation de cette droite on doit résoudre le systeme d’équations
suivant

3 —dy+2=10
{ r+y—2=0.

Nous réservons la resolution de tels systemes au chapitre suivant.



