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Les calculatrices et les notes de cours ne sont pas autorisées.

Les téléphones cellulaires, note de cours, et dispositifs électroniques non autorisés doivent
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pour l’ezamen. En apposant votre signature ci-dessous, vous vous engagez a4 respecter ces
consignes.

Signature:

1. Question & réponses breves.

(i) Compléter la phrase suivante: si f: D C R® — R™ est différentiable sur un ouvert D
de R", si g: E C R™ — RP? est différentiable sur un ouvert E de R™, et si f(D) C E,

alors la composée gof: D — RP est différentiable et, pour tout a € D, on a
CHIORRACIARYE)
(ii) Soit a = (ay,...,a,) € R™, et soit r > 0. Comment définit-on ||al|, et Be(a,r) ?

i & Wy =‘-MUG(...\Q,\\}
Bo(2,r)= L% R, 15-7 1, <}

1 2
-1 4/
| Ax]leo < c||x||oo POUr tout vecteur colonne x = (z;, z,)* dans R?. Pouvez-vous donner

un point x non nul pour lequel on a ’égalité?

\A('x. )u - “<ky++2¢§9;2 = M{' \‘x‘—rlle) |-+ x|}

< e d 42 I+ o)) €8 MG, x)l, =>{c=5
FPour %= 40, ona MAX I, =1(1, 9,25 =5 1K1

(iii) Soit A = Déterminer une constante ¢ (la plus petite possible) telle que
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(iv) Soit D le rectangle [0, 4] x [1,3] dans R?. Donner une partition £ de D en rectangles,
qui inclut le rectangle [0,1] x [1,2]. Quelle est la maille de votre partition (pour la

norme || [loo)?
¢ =3 Lo)1x[1,2], o1 [2,3], [1,41%[8,3)} jar cxemple

nNY
8 (g) = t i ) 1 > 3 } - 3 3 /;5/: JD
NE—

1

xVY

&5 t
2. Montrez, & partir de la définition, que la fonction f: (0,00) x R — R donnée par

flz,y) = El_ est continue au point (1,2).

Lot >0, S (><~,\e B (4,2)8) ovec 0<Esk%  onao:

wox L x-1 1y 2} €& = ¥ 21824 2 (oy)elow)x R

X
V“%W**“ﬂﬂ”\%i %‘ I{fTbg\yék'”Z(*bq
De plus

Ly - ZX = |(y-2)-2(x-D| s ly-2| +21x-1| s?;&'v

[ (o) 42,2)] € 68
On choisit £ = M{J?: ,-—%—;} Alore
1 Goy)-(1,2)1, <& = (xy) € (00)x IR
ot Hly)-402)\s¢e.
rbohc, ,Q est continve awu \Mih‘l‘ U,’Z),

Jdowe
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3. Supposons qu’une quantité z soit une fonction z = f(z,y) de classe C? de z et de y. Le

changement de variables z = 7s et y = r + s permet de considérer z comme une fonction
z=g(r,s) der et s.

(i) Quelle est la fonction g ?

%(r)g) = 4(\’&,\’-{&)

2

z e . \
(ii) Exprimez 5 en termes des dérivées partielles de z par rapport a z et y.
T

9 . 92 9x , 9.2y - s 92 , 02
x ar 8\, v DX Sy

° S (ax (
2 2
< 3x2 ayzéx)-‘d Gifé)- M 99:’)

g? o2 + Q2§ 2= é’l a'z

="

o %2 Dxa\, dya

i

2
5___
oY2

i\

it

'z _ = _ |
car 5oy = 550 en -ve,r'(fu du theorime de Claireylt

(ii) Sachant qu’au point (z,y) = (2,3), on a

2 2 2
z=3,§i=_1’?3=0’8z=1 0%z 04z

92 ' Ozdy 4 oy?

=2

2

z 0 A Y
en déduire la valeur de 52 au point ol r =2 et s = 1.

2 '2 'L
Qfé :1?+25 .1-%—1:.1'?8“2:-:{‘
DYZ \(’:2)5:\ a)(i axé)’ y
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4. Soit f: U C R? — R une fonction de classe C2 sur un ouvert U de R?, soit (a,b) € U,
soit 7 > 0 tel que Byo((a,b),r) C U, et soit (h, k) € R? avec ||(h, k)|loo < 7.

(i) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrez que

fathbsk)— flathb)— flab+K)+ f(ab) = hkaafy(a+91h,b+02k)

pour des nombres 6;,0; € (0, 1).

Preuve, Posons
AL = K athork) = Hath ) =4 (q, b+k)+&(o b).

= (4 (6th, b4k) — (o, b-\-k)) (4 ath,b) - 4 (e, b))

= 4 (b+k)-g(b)
& ¢ (t)= 4 (arh -4 t) est ditfratiable sur (lomr lour),
Comme k| <, le théortme det aeeroistements Finis donne

N k '(b+6,k) avee © , €(Q1)
k(_*t (ath, b+ Byk) - 8_1;(& mg\g)

Covame E_% (%, \3.\.52\<) et cl\“'ercn*\ab\e. sor (G- o, G\-H‘) et que {Hﬂ"

le \weme —\-ktommg donne
M=k (2 (9<,£+92\<)>\ = hk M-_ (50, b, )
) x \ 9y X = Gt ‘9\'1

avee ©,€01),

0*f
(ii) Utilisez cette formule pour estimer 950y (1 2) sachant que

£(1,2) = 3, £(1.01,2) = 3.0112, £(1,2.02) = 3.0331 et f(1.01,2.02) = 3.0455.

Solotion . Jei a=!,%=2, h=001 &t k=0.02

= %_; (12)¥ 1. ({ (1.01,2.02) =4 (1:01,2)- 4 (1,2.02) +4 (3, 2))

0.01
S000 x (3.0«55 -2,0112 -3,0321 + 3)

. 5000 = (6.0455 - 6,044 3)
5000 % 0.0012 = 5x.2 = [6)

i

n
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5. Déterminez I'approximation de Taylor de degré deux de la fonction f(z,y) = ye*t¥ au
point (z,y) = (1, —1), puis utilisez-la pour estimer & la main f(1.1,-0.9). Est-ce que (1,—1)
est un point critique de f7

Solufion %% XY @—‘L My Y o (yan) Y
= '{ﬁz\_(g—\): ( -e®, o)z-(—\,o
B Ly, T ey, T O
?X2 3‘9‘7 Y2 (\j '2) Xy
+
. o
=V (-\): dxT  Oxdy _ (-t o©
Ll S o 1

Oy oy 9IYy2 \(11_1)
\_,C\\')\)rox{ma‘\‘\'oh Je, 'Toylor de Acﬂrc: 2 de ‘K— Gy ?°""‘T (1) ") est
dene

QG = 41,7 + VA -1< ) HEE T °< :\)
« -1 (*hﬂ(i‘j * 4 (*-‘»W)<c‘> ¥ Cc ‘ )

7+

T G S e L )

i

> 4 (14-09) ¥Q11,-09) = -1 - ot -4 () +4 (af?
-1 A

Comme -‘V*J@(\;D#(o,o)) le poiet (L-1) Weet Pas un poivt
C.\*H‘Iqug de {,

e
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6. On considere la fonction f(z,y) = z* + y*.

(i) Déterminer tous ses points critiques dans R2.

(ii) En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, déterminez le maximum et le minimum
de f(z,) sur le cercle 2% + 3% = 2.

(iii) A l’aide de (i) et de (ii), en déduire le maximum et le minimum de f(z,y) sur le disque
4y <2

(0 VA Guy) = (a3, 4y3)
Done T4 N)=0 < 4x3=4y3 =0 @lxy)=(50),
Le seul poit critigue de L est (g0
(i) Cowmme 4 ect continue sur R? ot gue le cercle %*+y?=2
est un Ferme bornd de Rz) { ctteint son Minimum et son MaXimym
sur ke cercle. Posoug a(x,y)= %24\ 2, E. uw extrdmum 'ocal (*,})
de '& Sur \c cerg(-c.’ §(x,y)=2, on &

Vg (xy) = (2%,27) # 8 cer X24y22240 y
4

= %’(—(&Y}:A";ﬁ(w)y) cvee A€ R 2
= (4x?=)N2x /9‘\

Ky =2y \/\B;Dr

9(2*)1:2,

SN x=0,0ne y=tV2, X 2O, ona = x\2 S x30 et )“#O)

Ow trowe N\ =2%?%= Zy? = \xlzlyl=1. Ceq foit 8 points «
(0,2\3), (2V3, o), (%1, 1),

= Le Moximom e /{_ ert 4 otteutr en (0 *\E) <t <y (:\fé Q).

Son minimum =5t 2 atteit en (% £1)

(iiy On ¢ 4(0}0):0 = Le Moximom de
cxteint en les pei)ﬁs (O, '.‘..\Q)
est O atteivt e (0 0)

’t. sur le disgue est 4
<t (*-‘\E,o) du bord et son Winimum
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7. Dessinez la région D du plan pour laquelle

1 1
/e“c2 dm=/ dy/ e* dz,
D 0 y

puis calculez cette intégrale en changeant d’abord 'ordre d’intégration.

SD[JH\:»\., D: { o £y <
Y €x gl

D:i O $x g1
| TY S
2 i x
+§ s (o (o,
D o o
{ Y=
- rx2 e 1
S dy = 2
S0 (: (5’-’-’0 d go Xe™ dy
= (1 oX2 |
€
ELa)

I
bR o
(N
!
o
o
I
.
D
1
=



