
MAT 1722 A Hiver 2017. Test du 3 février 8h30 Prof. Damien Roy

À l’aide d’un test de comparaison, déterminez si

∫ ∞

1

x sin2(x)

2 + ex
dx est convergente ou

divergente. Si elle est convergente, donnez une majoration de sa valeur.

Pourquoi

∫ 5

0

x

x2 − 4
dx est-elle une intégrale impropre?

Si elle est convergente, calculez sa valeur. Sinon, justifiez pourquoi elle est divergente.

Solution. L’intégrale est impropre car la fonction
x

x2 − 4
=

x

(x− 2)(x + 2)
n’est pas définie

au point x = 2 de l’intervalle d’intégration [0, 5]. On a∫ 5

0

x

x2 − 4
dx =

∫ 2

0

x

x2 − 4
dx +

∫ 5

2

x

x2 − 4
dx

pourvu que les deux intégrales de droite convergent. En posant u = x2 − 4, on trouve∫
x

x2 − 4
dx =

1

2

∫
du

u
=

1

2
ln |u|+ C =

1

2
ln |x2 − 4|+ C.

Donc ∫ 2

0

x

x2 − 4
dx = lim

t→2−

∫ t

0

x

x2 − 4
dx = lim

t→2−

1

2
(ln |t2 − 4| − ln(4)) = −∞.

Comme cette intégrale est divergente, l’intégrale donnée est elle aussi divergente.
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La digue d’un barrage a la forme d’un trapèze
isocèle comme sur la figure ci-contre. Sa largeur
à la base est de 14 m, sa largeur au sommet est
de 30 m, sa hauteur est de 12 m, et elle retient 10
m d’eau. On désigne par x la hauteur en mètres
mesurée à partir de la base de la digue.

(i) Quelle est, en première approximation, la sur-
face ∆A de la portion de digue comprise entre les
hauteurs x et x + ∆x pour ∆x petit?

30 m

14 m

x

0

10
12

x ∆x

Solution: ∆A ∼= (14 + 2`)∆x où ` est comme sur le
dessin ci-contre. La loi des triangles semblables donne

`

x
=

8

12
=⇒ ` =

2

3
x =⇒ ∆A ∼=

(
14 +

4

3
x

)
∆x

148 8

``
12

x

(ii) Quelle est, en première approximation, la force hydrostatique ∆F qui s’exerce sur cette

même portion de digue? On rappelle que la densité de l’eau est de 1000 kg/m3 et que g ∼= 9.8

m/s2.

Réponse: ∆F = (pression hydrostatique)× (surface)

∼= (1000× g × profondeur)×∆A

∼= 9800(10− x)

(
14 +

4

3
x

)
∆x .

(iii) Écrivez l’intégrale qui représente la force hydrostatique totale sur la digue. Il n’est pas

nécessaire de calculer sa valeur.

Réponse: C’est F =

∫ 10

0

9800(10− x)

(
14 +

4

3
x

)
dx
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Utilisez un test de comparaison pour déterminer si l’intégrale

∫ ∞

1

5− cosx

x3 + 7
dx est conver-

gente ou divergente. Si elle est convergente, donnez une majoration de sa valeur.

Déterminez si l’intégrale

∫ 5

1

3

(x− 4)7/3
dx est convergente ou divergente. Si elle est conver-

gente, donner sa valeur.
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La digue d’un barrage a la forme d’un trapèze
isocèle comme sur la figure ci-contre. Sa largeur
à la base est de 10 m, sa largeur au sommet est
de 20 m, sa hauteur est de 10 m, et elle retient 8
m d’eau. On désigne par x la hauteur en mètres
mesurée à partir de la base de la digue.

(i) Quelle est, en première approximation, la sur-
face ∆A de la portion de digue comprise entre les
hauteurs x et x + ∆x pour ∆x petit?

20 m

10 m

x

0

8
10

x ∆x

Solution: ∆A ∼= (10 + 2`)∆x où ` est comme sur le
dessin ci-contre. La loi des triangles semblables donne

`

x
=

5

10
=⇒ ` =

1

2
x =⇒ ∆A ∼= (10 + x) ∆x

105 5

``
10

x

(ii) Quelle est, en première approximation, la force hydrostatique ∆F qui s’exerce sur cette

même portion de digue? On rappelle que la densité de l’eau est de 1000 kg/m3 et que g ∼= 9.8

m/s2.

Réponse: ∆F = (pression hydrostatique)× (surface)

∼= (1000× g × profondeur)×∆A

∼= 9800(8− x) (10 + x) ∆x .

(iii) Écrivez l’intégrale qui représente la force hydrostatique totale sur la digue. Il n’est pas

nécessaire de calculer sa valeur.

Réponse: C’est F =

∫ 8

0

9800(8− x) (10 + x) dx
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Déterminez si

∫ ∞

1

dx√
x + 3x2

est convergente ou divergente en utilisant un test de com-

paraison approprié. Si elle est convergente, donnez une majoration de sa valeur.

Solution. Pour tout x ≥ 1, on a
√
x ≤ x2, donc

3x2 ≤
√
x + 3x2 ≤ 4x2

puis
1

4x2
≤ 1√

x + 3x2
≤ 1

3x2

et par suite
1

4
=

∫ ∞

1

dx

4x2
≤
∫ ∞

1

dx√
x + 3x2

≤
∫ ∞

1

dx

3x2
=

1

3
.

En particulier l’intégrale est convergente et elle vaut au plus 1/3.

Déterminez si l’intégrale

∫ 4

0

3

(x− 1)5/3
dx est convergente ou divergente. Si elle est con-

vergente, donnez sa valeur.
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La digue d’un barrage a la forme d’un trapèze
isocèle comme sur la figure ci-contre. Sa largeur à
la base est de 8 m, sa largeur au sommet est de 20
m, sa hauteur est de 8 m, et elle retient 6 m d’eau.
On désigne par x la hauteur en mètres mesurée à
partir de la base de la digue.

(i) Quelle est, en première approximation, la sur-
face ∆A de la portion de digue comprise entre les
hauteurs x et x + ∆x pour ∆x petit?

20 m

8 m

x

0

6

8

x ∆x

Solution: ∆A ∼= (8 + 2`)∆x où ` est comme sur le
dessin ci-contre. La loi des triangles semblables donne

`

x
=

6

8
=⇒ ` =

3

4
x =⇒ ∆A ∼=

(
8 +

3

2
x

)
∆x

86 6

``
8

x

(ii) Quelle est, en première approximation, la force hydrostatique ∆F qui s’exerce sur cette

même portion de digue? On rappelle que la densité de l’eau est de 1000 kg/m3 et que g ∼= 9.8

m/s2.

Réponse: ∆F = (pression hydrostatique)× (surface)

∼= (1000× g × profondeur)×∆A

∼= 9800(6− x)

(
8 +

3

2
x

)
∆x .

(iii) Écrivez l’intégrale qui représente la force hydrostatique totale sur la digue. Il n’est pas

nécessaire de calculer sa valeur.

Réponse: C’est F =

∫ 6

0

9800(6− x)

(
8 +

3

2
x

)
dx
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À l’aide d’un test de comparaison, déterminez si

∫ ∞

1

2− cos2(x)

x2 + ex
dx est convergente ou

divergente. Si elle est convergente, donnez une majoration de sa valeur.

Sa valeur est ≤ 2.

Déterminez si l’intégrale impropre

∫ 8

0

x

(8− x)1/3
dx est convergente ou divergente. Si elle

est convergente, donnez sa valeur exacte.
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La digue d’un barrage a la forme d’un trapèze
isocèle comme sur la figure ci-contre. Sa largeur
à la base est de 10 m, sa largeur au sommet est
de 20 m, sa hauteur est de 15 m, et elle retient 12
m d’eau. On désigne par x la hauteur en mètres
mesurée à partir de la base de la digue.

(i) Quelle est, en première approximation, la sur-
face ∆A de la portion de digue comprise entre les
hauteurs x et x + ∆x pour ∆x petit?

20 m

10 m

x

0

12
15

x ∆x

Solution: ∆A ∼= (10 + 2`)∆x où ` est comme sur le
dessin ci-contre. La loi des triangles semblables donne

`

x
=

5

15
=⇒ ` =

1

3
x =⇒ ∆A ∼=

(
10 +

2

3
x

)
∆x

105 5

``
15

x

(ii) Quelle est, en première approximation, la force hydrostatique ∆F qui s’exerce sur cette

même portion de digue? On rappelle que la densité de l’eau est de 1000 kg/m3 et que g ∼= 9.8

m/s2.

Réponse: ∆F = (pression hydrostatique)× (surface)

∼= (1000× g × profondeur)×∆A

∼= 9800(12− x)

(
10 +

2

3
x

)
∆x .

(iii) Écrivez l’intégrale qui représente la force hydrostatique totale sur la digue. Il n’est pas

nécessaire de calculer sa valeur.

Réponse: C’est F =

∫ 12

0

9800(12− x)

(
10 +

2

3
x

)
dx


