Introduction a I’Algebre linéaire (MAT1741 B)
EXAMEN FINAL PRATIQUE (Hiver 2014)

Professeur: Joseph Khoury. Durée: 3 heures
N
Nom de famille: %\CQAJ’)(W\.X :
Prénom:

Numéro d’étudiant:

Aucune note n’est permise.

Les calculatrices ne sont pas permises.

Cet examen comporte 15 questions et 16 pages. Les questions & choix multiples (1 & 10)
valent chacune 2 points sur les 55 points que compte ’examen. Inscrire & 'ENCRE dans
les cases ci-dessous les LETTRES correspondant aux réponses a ces questions.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
Les questions 11 a 15 sont a développement et requierent une réponse détaillée. Prenez

soin de bien rédiger votre solution. Vous pouvez utiliser le verso des pages et les pages
additionnelles si vous manquez d’espace au recto.
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1.
Répondre aux questions suivantes.

(1) Le systeéme peut-il étre incompatible?
(2) Le systeéme peut-il avoir une infinité de solutions?

(3) Le systéme peut-il avoir une solution unique?

A. Non, Non, Non B. Non, Oui, Oui
D. Oui, Oui, Oui @) Oui, Oui, Non

\

Considérer un systéme linéaire non-homogene a 100 équations et 150 inconnues.

C. Non, Non, Oui
F. Non, Oui, Non

y

Sbuhin U) O ov 149 A = (AR of porne
(3) @7_"_"‘* Cov %(A)z{,\a(/g\gldm‘o a—évfml@x

@),‘:’ﬁ" Cov A»SQA)aLg@lejzib‘o wdf&w,aa%kb- Cor dovm chog—-
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2. Sile déterminant de la matrice

a b c
d e f
g h i

est égal & —1, donner le déterminant de la matrice

-2 —2¢9 -2d ]°?
b—dc h—4i e—Af

3c 3i 3f

A. 64 B. 16 C. -16 D. -36 E. —-64

\

X

gseo\hu\ Mo & obisial  Jo b ~2o- ~23 ~24

b-yc ) W e-4p = -2x3 &

3c 4 3?

U
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/ 7. Soit T : R? — R? I'application linéaire définit par:

10
()
4% 2 0 v
Trouver T( ! >
5
1 [ 4] 1
A. |10 B. |27 C. |27
| 2 | 2 ] 2
o .
D. (4 E. |27 F. Aucune des autres réponses
K 1 | 1]

La solution est L.
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3. Soit T : Py — My une application linéaire qui satisfait:

. 0 -1 _ 2\ 3 0 9.2\ 0 U
+z) = [1 . J, T(l1-2zx+2°%) = [_1 2], T (1-22%) = -
Trouver T 7z — 422).
(6 —3 4 ,
A. 5 _o9 B. Aucugefes autres réponses
CIEE A7
| 5 -2 ) 5 2
[—6 -3 -6 3
E. —54—2] 5 —2] J
Solubion v * 1L 2)x"
o afz'f})( L\X"' @L("\ - ‘a(lﬂz)c-rX)*C( x):(ﬁhlfC)*@-- )Xﬂr@* C)X
=% Q&cbil= 2, a:L \ ik L«-L\CT*\M :2’ N Vo2
) \ | 2 -
y - 0|} 0«3 -)|5 «’oa-l\—ku O | -1]-4 0:)‘?'\:1“’
0 \ -1 |— o \ -2|-h 0-3 4 1\5 0 o -H-% &
4
' v o) v o 02 A’ee’\o (}1;,5”:«1., C=\ oF Asme ¥ X=-4x")
o 0 (2| ¥ OV IR 310 ) 3 0 "9 o —( N
7o | oo |\ = oy + L = - 2
-~ T O =) < -

( 3
4. Soit A et B deux matrices carrées de méme format n x n. Parmi les énoncés
suivants, seulement deux sont faux. Lesquels?

(1) Si A et B sont inversibles, alors det (A™1BA) = det(B) VAo~
(2) Si A et B sont inversibles, alors det (A"'B~1AB) =1 \,/\,&x‘

)
3) (ATBT)" = AB o
(4) Si A et B sont inversibles, alors (ABA“I)_1 = A-1p-14 ! Fowx
(5) det (ATB) = det (BTA) : N1ox

A. (1) et (3) B. (2)et (4) C. (2)et (5)
D. (2) et (3) @ (3) et (4) F. (1) et (5)

5;@_._';1'_1“‘: \{) Vaow 3 B'Rh) =i};)‘3“§@)' Qebch)=  deHB) ‘
(2) Naot M(A“@“‘A@) = defA™) der(@DdeM Ik Q) = |
3 Fox BTE) 2 @TSTED = B AR om rrol
G B (PeA) L (A @A ARTAT

5) Vion T :AJCATJ LB = dokA) 2k R) = 2hBIHP)=
&) Vv A (ATE) & m
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4 \
5. A est une matrice carrée d’ordre n x n telle que sa forme échelonnée a un pivot
dans chaque colonne a ’exception de la derniére colonne. Parmi les énoncés suivants,

un seul est vrai. Lequel?
(1) Les colonnes de A forment un systéme générateur de R™ mais elles ne forment
pas une base de R™. Cowx

(2) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes mais elles ne forment pas une
base de R”. Foww

(3) Les colonnes de A forment une base de R™ mais ces colonnes sont linéairement
dépendantes. For

(4) Les colonnes de A forment une base de R™ mais elles ne forment pas un systéme
générateur de R". ¥ ouwx

(5) Les colonnes de A forment un systéme générateur d’un sous-espace U de R™ mais
elles ne forment pas une base de U. \yro<

(6) Le systéme homogeéne AX = 0 n’admet que la solution triviale. fowe tov (B =m
A. (3) B. (1) C. (6) D. (2) E. (4 F. (5)

&mb‘“\“’} ”"”‘{\Q‘f"‘-‘- 7“-’\-*%(_/5*) =~ tAéo"e,@s%%&AM
Pov Comlse Cs> Coﬁxs\m«.»; m@/ﬂao Cy,Ce, -, G, 'jﬂ@’t/movﬁ“ W/Wle/»-x X
Uore ot (o> wme 00) Al YoM — Py Ty = Spen YL G QY & R

( \
6. Soit A une matrice carrée de format n x n. Parmi les énoncés suivants, un seul
n’est pas équivalent a la condition ”Le déterminant de A n’est pas nul”. Lequel?

>

0 n’est pas une valeur propre de A
Les lignes de A sont linéairement indépendantes comme vecteurs de R™

A est inversible
Les colonnes de A forment un systéme générateur de R™

B

C

D.
E. Lerang de A est égal an -

@ Le systéme homogene AX = 0 admet une solution non triviale

SOQV\LO»\ M +0 = A bivesMe = O o
o Zean [ G e A = ,ZLQ\?/;W ;\W\_O'?N AX= O

™M O«j/mdffw. /ﬁl} sl b~  raviole
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7. Considérer les trois fonctions f, g et h de ’espace F (] — 2, +oo[, R) définies par
1 3z + 2 az? — 8z + 2
= y TR h —_ .
/(=) z+2 9(=) z? +1 (z) (x+2)(x22+1)
ol a € R. Pour quelle valeur de «, la fonction h appartient-elle & ’enveloppe linéaire
des fonctions f et g?

A. N’importe quelle valeur de « @ 3
C. 5 D 1
E. 2 F. Aucune des autres réponses
Sl L= afoobgoy  Vre 3-0,,~L=
°l><"§><f’ /ﬂ AL E(KXT'L) = 0\)<’L+6L +5(3XL1-{)< -P('\) —r>
X TAF . - =
GrOGE) e X Qe ) Cx) .
v , o pa3b= o, th=-Y
Inola @ 3% T EhX yarib = OHTEE T2 4
= =~
A+4yb=2 . @d’@“«"b {*“é) L
& O = o= (4 3(-1)=

3

4
8. Lequel des ensembles suivants forme une base de ’espace P3 (polynoémes de degré

au plus 2):
{1,1-2z,1-2%1+2% 1+z+2%}
B. {0,1+z,2+z+2?% z—2%}
(© {1, 1-2,z+22 1+2%)
D. {1+2%®+2% 1—z+2z%}
BE. {-3,z+2% 1+2%+23 -2+ 2z + 3% + 23}
F. {1-z, 1+z+2% 1+43}

\

Xs@w\w\ﬁ" Nolew ot d nhind 7“‘“ AW“P v Duime Cl«.o—r,..\ O
M 2 Ask Coemin & peobyre /@meme o Qe fpon domls .
2

G s pod e ik G chow AD T
il , donc Lo pbgrone
Lo s B Combin G veckis

/MJV\P

ok om 0«1”‘;9*4/"/“””\3' ’A’*'l“ s 2 3 2+ Zx+ 3/<:X3
2 b\z{—-«.«- -3y Z(Xfxt)“' leX <x= 07 don b
e!“ u‘ S . 3 :
bor re 2, x4 3% X 3 $ LT Ckéw“!
o, 48

3
; - .\-X
Ve g 5, XX VX denc  po> W
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-
‘ 9 Con51derer le sous-ensemble U suivant de I’espace P35 (polynomes de degré au plus 1
3a coefﬁ(nents réels): '

- U= {p(w) € P3; p(—1) = 2p(1) et p(0) = 0}.
- Parmi les énoncés suivants, un seul est vrai. Lequel?
(1) U est un sous-espace de P3 de dimension 0
(2) U est un sous-espace de P3 de dimension 1
(3) U est un sous-espace de P3 de dimension 2
(4) U est un sous-espace de P3 de dimension 3
(5) U est un sous-espace de P; de dimension 4
(6) U n’est pas un sous-espace de P3

A(6) B (»)  C. (1) @ (3) E. (4) F. (2)'
5369««%‘0‘" Tr= f{?(x)a %*a xrazx-paa ) P = 2e01) o Pe) =°S

%rﬁ K+ aax,.- ﬂ\;x 1 Ry a —t-dz_ --0\3 Z(Qﬂ-dﬁ—&/&-f—ag) &"‘ A = LS
=.§ XX a 3a, ﬂa'f?“z*ok’ {“ Xr du X 3 3 ey=-2a- 2“35‘

? a xf(-lxou 3a3)><-\-a3 ng { A, (x="3x )fag (-3)< X ) a,a e c?g
"'2. ‘SW""" X - %X §><*><3§ Dﬁp&u X - 3X et - 3" +X rent ﬂ N CO"L_.

10 Parmi les sous—ensembles suivants de 1’espace des fonctions V = F (R, R), seule— ;
ment deux sont des sous-espaces de F (R, R). Lesquels?

U={feV; f(0)>0}
V={feV; f0)-3f(1) =0}
S={feV; f(-z)+f(z) =0}

T={feV; f(-1)f(0)=0}

A Uet - B. Ue . VetT
D. S

et T E. UetV VetS§S

%.J,\:» — ' , ; )
o m\s-a;\e&»w 9’9“") ) (o g(x)z-X‘e\ CTs Cow Q@)a\>o Mo-tf’ Az EUY
U un Sovp_topuce O Lo fonchion mulls & Subsfoil Oc) - 3@UW=o=p O &N
@5 £yev = ¢ey)o- 3@*3) O = {=-380) + J©- 34D = 0 020 DlyEV
9 % :ﬁe’V o &R = @42)@) 36?)(()~ o([ﬁo)-gﬁ\)]~u O = N,QC v

S W Bovp- pae O Lo fomihion e © cuhsfpt O(-x)= O(¥W=0 =D B €S <
@ 5 4 3 €S = @eg(0+Ca)0= s find-n 30> :jzoe’gﬁwé—
©s Le 5. xR = @LY~9+EB)00 = « [fr-or fix]) =o. 0= -

T At o um Soms = Spate B~ x+1 €T, 9= xeTmon frg= Leel ¢
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[10 p01nts] Les cmq partles de cette questmn sont mdependantes et
valent 2 pomts chaque ,

(1) La matrice A= [(2) g] est-elle dlagonahsable" Justlﬁer votre réponse.

(2) Pour quelle(s) valeur(s) de a, les vecteurs A L
' (1,0,2,0), (1,1,0, 3) (1,1,1,—2), (5,3, S,a)
forment—lls une base de R4?

(3) Smt A, B et C trois matnces carrées d’ordre 4 chacune telles que det(A)
det(B) = 2 et det(C) = —1. Trouver le déterminant de la matnce :

(BT) PRI LEE

(4) Con31derer le systeme lindaire o 1 1 } = [4} Pour quelle(s) valeur(s) de
: , : ‘ 0 1 3 7] e s i

a,le systeme admet-il une mfim édes lutu}ns‘7

(5) A est une matrice de format 1000 x 999 telle que son rang est égal & 500 Combien
de parametres dans la solutlon gen¢erale du systeme homogene AX =07

s;% () g3 - 46;1 Z} M
g de A o paz. , , L ;
: f—l: ®- l’13)><--c> - l:o e } { °1 o :Lj& ¢ i

sen £, JLE0: kc(,z} sponf 5y - e JLA) i o o

. e "MLW d"" E" <2 ‘D‘-’*‘- [ O oo Liogonokisall

'l VS -1LLL L S 5‘; 2L.L LI U T R ) T e
SURSH PR I N,T? o L1 2 e v ~~
201 5 0 -1\ -5 | WLl oo | |
03 -1 « 0 3 -1 O O -5 «-9

5\ e Veckewns foment -t box & RUE> o vt Lindoiromer
% M‘&M"%"k‘ (v 26 RY'24) DAg A= U d-bFOoD
- *FY

@) AR AENT] =Y @a@“)) et A) @axe*)) ) der€

~0)T
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_ | v | 2 I L 1 . M’L: Q__?:2“1: E‘
et ) &H) dete)” dokf ko) dae) !

[o( (I \L, Nlo Vo tazx
o | 317 9 | 3

LW\ Odryme Lrnar 4%&"&_ Soluhons &= A%Az%@f(g]:j
= 2ol = 3XT35="2 @-)‘oaz-\.{

2 Vo YA 3

e o0 | V-2« u-3x

¥ 0 O 2+l 39“'3

d4 9 ~ 52 »:.“{44 )

(5) #H pororiies = F mbonmn - GA=
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; 12 [6 p01nts] Le d1agramme sulvant represente un réseau roumer olt les lettres A
B, C D et E représentent les intersections, les flaches md1quent le sens du trafﬁc Les
‘nombres et les variables z; autour des fleches 1nd1quent le nombre de v01tures qui passentk

- par l’1ntersect10n durant la méme perlode du temps

‘ad',f“ e
x4
x2
20 | s 60_
AN ¢ -
L " 'xl‘J;
o YB

(1) Ecrire le systeme (S ) d’équations hnea,xres qui decrlt le réseau. Indlquer aussi toutes les
. contraintes sur les variables z;. Pour cette partle, n effectuer aucune reductlon
]ydu systeme J uste donner le systéme (S) avec les contraintes. La réduction

. de la matrlce augmentee du systeme est faite pour vous ala partle smvante

estt :

o

1,

OO0 0O M
=

0

0 .

0

@ ,‘ﬁ:f&'Sachant,que la forme‘*;echelonnee -redulte dela matrice augmentee du systeme (9) )

B ';V‘,~'~donner la solutlon generale du Systeme (S) (Ignorervlesf; cO:itraintes sur les variables

o 'pour cette partle)

| (3) Si le chemin AC est ferme paur la construction, déterminer le ﬂux minimal le long -
du chemm AE en utlhsant vos réponses 4 la partie (2) Vous devez Justlﬁer VoS

‘ reponses

S«;Qw%\sx Ptsw— W mla.&ckm‘ TMmM$-% Soukont

m o (o | \>r

"x‘f\Lo-_-'fo’XL ~ S‘ %, =% -1&'--!20 (’/Ao.f% A 4

%g = w4+ B0 -y =~ 29 Un onber e

S TN = é —_—
%, - 7‘;*"/. © e

%z tfo= %, Yo l. ""1'7‘3 - 25

Yzf "(3 = ?(31-60
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« C / r ¢ N N - ) L ‘,_
dove \oriolle, libee,. Do plos

- - b
7“2 /3-—'?0, X, = /.)-‘h-e—\iol ')csz /a-—’f—w—l‘?, 'X\‘../a t+ée

Sent "I'PM 20 -
At deve - o 30

[

~ o= Ntlho o X =Nnrbo
) Ac ﬁ’/l/\m( _ 'X": t=0. = Xa= /p1lo Yy

Neke poe X, So = p- 8o =20 = a3,
de Pl Lo Long o Chomine AZ of %z D¥uo.
Comme N3 o olow X, = AcNoz Ao,
/
de Pk cormimol o olo %, = 140
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13. [6 points| Considérer la matrice

-1 1 1
A=|1 -1 1].
1 1 -1

(a) Donner le polynéme caractéristique de A et en déduire les valeurs propres de cette
matrice.

(b) Pour chacune des valeures propres trouvées 4 la partie (a), donner une base de 1’espace
propre associé.

(¢) Montrer que la matrice A est diagonalisable. Trouver une matrice inversible P et une
matrice diagonale D telle que A = PDP™L,

(d) Trouver une matrice inversible @ différente de la matrice P (trouvée & la partie
précédente) et une matrice diagonale S différente de la matrice D (trouvée a la partie

précédente) telle que A = QSQ™?
-V -2 \ L L
Dbl — L

59@0\,"“5“ W &}(A-')T-): det \ A=) \ —

1 | ~1-
NI N T -
der | -1-2\ A - O\+’L)éaf Vo =
o Al A o) \ -\
1) L ~-x 2 - 2
2‘ =
@r2) I Y S VR S N

o \ 0
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’

~) ~1 ) -2 o O ‘
P ) ‘\ D= 9-% ° olor. A=PDP
y ,

|G BN |

b ) —
@) @”- {'l \ o] , S =]9-*% O}/DQ% A:CD&Q \

00*2
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14. [7 points] Soit

U={(z,v,2w) € RY 2z +3y — z+w = 0}.
(1) Montrer que U est un sous-espace de R*.

(2) Trouver une base et donner la dimension de U.
(3) Utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour trouver une base orthogonale de U.

€ R*. Donner la meilleur approximatio
U.

vecteur de R* qui soit orthogonal a tout vecteur

%\9\ W) TI= f()(ljj ?;Iw) e:ﬁzﬂ}' 2= Z')Q-rgé—rwg ey

1(1’3/"“‘"*’”3*%“) L, 9, @Ry =) x (10,2000, 0)rw(00 1)
*:3; At 61’&‘3 = SPO“{ O’ Dlllo.)/ (01 '1316) J(O/OJLI)S ' A—Q«jﬂo I o e
Fone - el Ao R".

(2) ol-z,a \}Qu\f-uv\a Q'O’L’O))(011/3/0),(‘_9/0)'/]) /@LWMQ' u/v\m,aokm g&m&c«km
de T o mmombre Gpr- Doy e b Do Loneoiremamt Amdepindont:

|\ o 0139 Vo 0107 ' o 00 |0<\><;Z‘
. “leo s o I o0 olo
g 0 1 O

5 : r slons
benviot). Mo, B 3 NecBuns Sumb Lot T Lormront o
wre bowx e LT of dem DT = 2.

- (0.2 |1
a,= (V,9,L o),V = (‘7;]/3,0))/\73" o ')
kg) t (J P ] /

Por. 4 froctdl de Grahom- sthmidt

- - (\,n, Z °)
e,= Vv = .2, = W L2z °)
€, = (0,1,3,°) = = =

61,2 (\Q’L-‘ I

Ve y?* ,

. . g 2. O

0,13%,9) - -&Qfoflr“’)"‘(’?‘)\/ 5’ )
- VA a4 )
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2y = v, N3 €

2
e, |1*

—

W
p=

(00,1,1)_.,qk\, 20)._... (—w,y' 2) = (})
)’l’ I)B"%WLO%

© o) b5 )\ 5,9 ( £, 3,0 =

oo 10029, £ &1, 2100, (3

@xl—%m%wwob . T .

(L’) .L\)\ Cbp)ownm&\')w
W ML a" =

%_.Q,a,i,o).. .:’)3.. —%,\,%,o)_

{

+ 0,0;010)-("5%/‘/ g;a,o) (__ 6.

Page 14 de 16

= @all)- (9°") \‘0?-0)(1.9,,

-3 L)

ty 7 gy
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15. [6 points] Considérer la matrice

1 2 2 0
0O -1 1 0
A= 1 o 1 0
0O 0 0 -1

oua€R.
(a) Pour quelle(s) valeur(s) du nombre réel o, la matrice A est-elle inversible?

(b) Pour le reste, utiliser @ = 1.

(i) Utiliser I’Algorithme de Gauss-Jordan pour trouver A™1.

1 -1
(§BT - 2I4> =A

ou I est la matrice identité de format 4 x 4.

(if) Trouver la matrice B telle que

(iii) Utiliser la matrice A~! trouvée en (i) pour résoudre le systéme linéaire AX = C

ol
2
|-
=10
- T T
, V2 T o
%&\&)MA—_MO-.\Q 0 -
L2 1 o | =lVE \
0 0 O -1, L Vo2 2

(e~ devdoppont Ge M lerminont ncliom Lo yore Ligre) =) 2| 2 =V

o .1 ~|
= (—-\)M(;\t \‘;\: ("‘)[‘ ’@"2)]: o-3 .
A ot svensie & debB) 0 & e+ 2]

b) o= e o | » 2 O |\ o oo
‘210‘ o O o v -\ ©lo -t 0O
- -1 1 oo ~ _ ol ~
&)[A\th].. \") \ slo o 1 o o -1 -t o |-\ o |
ooé-—loov\ o 0o o \ o0 0- ‘
| o]
(2 0 ©|©°
, oO\VW 0 o © VIR VA
\ 0 00 V2o Vo Oy % %
V2 ZZ@_\UO R o\ -\ 0O o - o O Ngo\oyzzyl~‘/10
o L -t 1 O OO\O\/Z_)’LVZO\ 00 0 tlo oo
00 -t of - ©o o \loo °~
0 0

O

G

@
f
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-\ 0o 2 o P T 7 o0
Y, “h Y, O . A A’“’__ Z) Yo -, ©
Y, Y, -V, 0 Yoo Y2 Yo ©
o o O -\ o O o -1
T R =24 LT
A(..) ‘\,%_L’E = A" = = - Y
i 0 o © [2 0 y O
el O o .
- 0
0o | o ~ i3 ) =
o5 o Vb 30
o ¢ O 1
g T 2 \ 1 o
- o 3 1 o
7 4 1 3 o
¢ 0o 0o o T
v 0 2 ol(= -1
= Y2 v -y, o \[2\of2
Yoo v -y, o ||° o
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