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INTRODUCTION

Lalgebre linéaire est partout. Depuis la premiére fois que 1'on vous a demandé a I'école secondaire
de trouver le point d’intersection de deux droites non-paralléles dans le plan, I'algebre linéaire n’a de
cesse joué un role de premier plan.

L'algebre linéaire est souvent percue comme une premiere approximation. Par exemple dans vos
cours de calcul différentiel de premiére année on vous apprend qu’au voisinage d'un point x, du do-
maine d'une fonction différentiable f : D — R on peut “approcher” f par 'équation de la tangente au
point (x,, f(x,)), c’est-a-dire, f(x) = f(xg) + f(xo)(x — X,) lorsque x est “preés” de x,.
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Dans les cours de géométrie différentielle ou de calcul avancé on montre que 'on peut généraliser
ce concept aux surfaces lisses.

(ug, v

Ces droites et ces plans sont des exemples de I'objet principal d’étude de I'algebre linéaire : I'espace
vectoriel.

Lorsque I'on munit un espace vectoriel V' d’'une application bilinéaire, dite crochet de Lie, c’est-a-
dire, une application
[ ]1:Vx V>V

linéaire en chaque variable et satisfaisant aux deux conditions suivantes :

e [x,y] =—[y,x] pourtoutx,ye Vet

o [x, [y, zl] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = O (relation de Jacobi)
alors on dit que la paire (V, [+, -]) est une algebre de Lie. Vous connaissez déja un exemple : (R3, x), ot1 “x”
est le produit vectoriel. Remarquablement ces espaces vectoriels codifient la structure électronique de
I'atome d’hydrogene (ces fameuses “orbitales”) et sont a I'origine des notations spectroscopiques (par
exemple : 1%, 2p®,34'°, ...).

Lorsque la dimension de V devient infinie alors on passe dans un domaine que 'on appelle l'analyse
fonctionnelle. Ici on retrouve d'une part 'analyse harmonique (les séries de Fourier) et les phénomenes
ondulatoires; et d’autre part I'algebre des opérateurs et son application toute désignée : la mécanique
quantique en physique. On ne peut passer sous silence l'équation de Schridinger régissant 1'évolution
d’un état ¢ (qui est nul autre qu'un vecteur)

Hop(x t)—ihi (x, 1)
¢(x, 1) = atqb , 1),

ol H estun opérateur linéaire (I’hamiltonien) caractérisant le systeme al’étude et agissant sur un espace
vectoriel qui est en général de dimension infinie, i est le nombre complexe tel que i® = —1 et /1 est 'une
des constantes fondamentales de la physique.

Dans ces notes nous tenterons de couvrir en grande partie I'étude de ces espaces vectoriels lorsque
dim V < oo. Ce cours devrait vous servir comme un excellent tremplin vers toutes ces autres disciplines.
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Premiere partie

Lespace vectoriel de dimension finie






CHAPITRE

LES NOMBRES

Avant de discuter de vecteurs révisons la notion de nombre en rappelant quelques faits et résultats
importants.

1.1 Principe de raisonnement par récurrence
Les nombres naturels et les nombres entiers seront notés respectivement
N=1{0,1,2,...} et Z={.,-2,-1,0,1,2,..}.

Nous accepterons comme axiome de base le principe suivant :

Le Raisonnement par récurrence : Supposons que pour chaque nombre naturel n € N un énoncé E(n)
soit défini. Supposons démontré
1. E(0) estvrai; et
2. pour tout n € N l'implication E(n) = E(n+ 1) est vrai.
Alors l'énoncé E(n) est vrai pour tout n € N.
Remarques : Lénoncé E(0) est appelé |'ancre de I'induction. Sil'on ancre 'induction en un autre entier

naturel k > 0 alors la récurrence démontre que I'énoncé E(n) est vrai pour tout n = k. L'énoncé E(n) est
souvent appelé I’ hypothése d’induction.

Parfois il est fort utile de considérer d’autres versions équivalentes de cet axiome. En voici deux :

La Récurrence forte : Supposons que pour chaque nombre naturel n € N un énoncé E(n) soit défini.
Supposons démontré

1. E(0) estvrai; et

2. pour tout n € N l'implication [Vk < n, E(k)] = E(n+1) est vrai.
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Alors l'énoncé E(n) est vrai pour tout n € N.

Le Principe du bon ordre : Soit M < N un sous-ensemble non-vide. Alors M contient un plus petit élé-
ment, c'est-a-dire un élément m, € M tel que m, < m pour tout m € M.

On trouvera une démonstration de I'équivalence de ces énoncés en annexe. Nous aurons I'opportu-
nité d’illustrer le raisonnement par récurrence ainsi que sa version forte tout au long de ces notes. Pour
I'instant donnons un exemple fort utile du principe du bon ordre.

Théoréme 1.1 (Division euclidienne) Soit p € Z et q € N*. Il existe une décomposition
p=m-q+r
pour un unique me Z et un uniquer €N tel que0<r < q.
Démonstration. Considérons 'ensemble S=Nn{p-m-glme Z}.Sip<0alorsp—p-q€S.Sip>0

alors p—0-q € S. Donc en général S # @. Par le principe du bon ordre, il existe un élément minimal r € S.
Par définition de I'élément minimal, il existe m € Z tel que

p=m-q+r.

Sirzgqgalorsonap=m-q+r+(qg—q)=(m+1)-q+(r—q). Mais alors r — g € S et contredit la nature
minimale de r. On conclut que 0 < r < g. S'il existe un second 0 < r’ < g et un second m’' € Z tels que
p =m'-q+r' alors nécessairement on doit avoir r < 1’ < g, sinon r ne serait pas I'’élément minimal de
S. Donc on doit avoir

0<sr'-r<q cequiimplique 0<(m-m')-g<aq.

Ceci force donc m = m' etdonc r =r'.

1.2 Bijections et inverses

On rappelle que

Définition 1.1 Soit f : X — Y une application entre deux ensembles.
o Lapplication f est injective si
flay=fb) = a=bh.

o Lapplication f est surjective si pour tout ye Y, il existe x € X tel que y = f(x).
pp ] p y quey
o Lapplication f est unebijection si 'application f est a la fois injective et surjective.

Définition 1.2 Soit f : X — Y une application entre deux ensembles. Lapplication f est inversible s’il
existe une application g: Y — X telle que

gOfZidX et ngZidy.
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Remarque : Si une application f est inversible alors son inverse est unique. En effet soit #: ¥ — X un
second inverse. En utilisant I’associativité de la composition de fonctions, nous avons alors pour tout
yey
h(y) = (idxoh)(y) = ((go floh)(y) = (go(foM)(y) = (goidy)(y) = g(1).
On peut donc écrire sans ambiguité f~! pour désigner I'inverse de f.
Le lecteur devra étre vigilant car si A Y alors 'ensemble

{xe X|f(x) e A}

est appelé l'image réciproque de A relatif a 'application f. Historiquement nous notons cet ensemble
f~1(A) et ce MEME i f n’est pas inversible!

Exemple : Soit f(x) = x. Alors f n’est pas inversible mais f~'({1}) = {~1,1} tandis que f~'({-2}) = @.
Exercice:Si A, Bc Y et AnB = @ alors f‘l(A) nf‘l(B).

Proposition 1.2 Une application f: X — Y est inversible si et seulement si elle est bijective.

Démonstration. Supposons f inversible. Si f(a) = f(b) alors on peut appliquer de part et d’autre I'in-
verse et obtenir

a=ff@=ffd)=h,

et conclure que f est injective. De plus, si y € Y alors f~!(y) € X. Mais dés lors

y=ron

et 'on conclut que f est surjective. Réciproquement, si f est une bijection alors f est en particulier
surjective, c’est-a-dire, pour tout y € Y il existe x € X tel que f(x) = y ou en d’autres mots pour tout
y € Y, 'image réciproque f~'({y}) # @. Si'on consideére 'ensemble des images réciproques

Y={f"dyhlyey}

on remarque deux choses :

1. Y est en bijection avec Y (voir I'exercice précédant) ; et
2. Urtwwm=x.
yeyYy
En invoquant I’axiome du choix (voir I'annexe D pour une courte discussion), il existe une fonction
choix g: Y — X telle que g(y) € f~'({y}). En particulier ona fog = idy. Par contre f étant injective, pour
tout y € Y il existe un unique x € X tel que f‘1 ({y}) = {x}. On conclut donc que g(y) = x. On a donc

g(y)=x sietseulementsi f(x)=y.

Finalement, si g(f(x)) = ¥ alors f(%) = f(x). Comme f est injective, x = X, c’est-a-dire, go f =idx.

a
Remarque : Nous n’'avions pas a invoquer I’axiome du chois dans cette preuve. En effet, comme il n'y
a qu'un “x” dans chacun des f~!({y}) il n’y a donc aucune ambiguité a faire un choix. En invoquant
I'axiome du choix, nous avons en fait démontré le résultat supplémentaire suivant : toute surjection
possede un inverse a droite.



6 CHAPITRE 1. LES NOMBRES

1.3 Les groupes
Lorsque I'on munit les entiers de 'addition on obtient un exemple d'un groupe.

Définition 1.3 Un groupe est un ensemble G munit d'une application
0:GxG—G

telle que
1. ao(boc)=(acb)oc pourtouta,b,ce G (associativité) ;
2. ilexiste un élémentec G tel que ac e = eoa= a pour tout a € G (élément neutre);

3. pourtoutac Gilexistebe G telqueaob = boa = e (inverse).

Side plus ao b = boa pour tout a, b € G alors on dit que le groupe G est un groupe abélien.

Remarques :
¢ Le (2) implique que tout groupe possede au moins un élément.
 Lélément neutre d’'un groupe G est unique. Si e’ € G est un autre élément neutre alors

e=eoe =¢.

e Comme dans le cas des fonctions inversible, 'inverse d'un élément a € G est aussi unique. Si b’ € G
est autre inverse de a alors

b=boe=bo(aob)={b'oa)ob=eob=h.

On peut donc sans ambiguité écrire a~! pour l'inverse de a.

Exemple : Les entiers Z munit de 'addition usuelle + et de I'élément neutre 0 est un exemple d'un
groupe abélien. Par contre N n’est pas un groupe car (3) n’est pas satisfait.

Exemple : Soit X un ensemble non-vide et considérons I'’ensemble

G(X)=1{f: X — X| f estinversible}

“_»

munit de 'opération, “o”, composition de fonctions. Alors (G(X),0) est un groupe qui est en général
non abélien. La composition est une opération associative (exercice). L'élément neutre est la fonction
identité, c’est-a-dire, la fonction idy : X — X telle que idx (x) = x pour tout x € X. Exercice : vérifiez que
(fog)™t=glof ™.
Définition 1.4 Un sous-ensemble H non-vide d’'un groupe (G, o) est un sous-groupe de G si

1. pourtouth,ke Honahoke H et

2. pourtouthe Honah '€ H.

Dans ce cas on notera H < G.

Nous avons toujours {e} < G et G < G. Ce sont les deux sous-groupes triviaux de G. On voit que
(Z,+) = (Q,+). Par contre N n’est pas un sous-groupe de (Z,+) malgré que la premiére condition soit
satisfaite.
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Proposition 1.3 Soit H < (G, o). Alors (H, o) est un groupe.

Démonstration. Par définition H # @. Soit i € H. Par la condition (2) de la définition d'un sous-groupe,
h~1 e H. Maintenant par la condition (1), ona eg = ho h~1 e H. Mais comme

egoh=hoeg=nh

dans G et en particulier pour tout h € H, e est donc I’élément neutre de (H, o). Anouveau par I’associa-
tivité de Gon a
ho(kol)=(hok)ol,

qui est vérifié en particulier pour tout h, k,l € H, c’est-a-dire, o est une opération associative sur H.
Finalement la condition d’existence d'un inverse est garanti par la condition (2) de la définition d'un
sous-groupe.

a

1.3.1 Léquationaox=0»b

Dans un groupe G étant donné deux éléments a, b € G, peut-on toujours trouver un élément x € G
tel que ao x = b? Si oui cette solution est-elle unique ?

Avant de répondre a ces questions remarquons que l'opération d'un groupe G satisfait aux lois de
simplification (a droite et a gauche), c’est-a-dire,

Lemme 1.4 Siaox=aoy (agauche)ouxoa=yoa (adroite) alorsx=y.
Démonstration. Supposons que ao x = ao y. Nous avons donc
X=eox= (a_loa)oxz a_IO(aox) = a‘lo(aoy) = (a‘loa)oy:eoyzy,

Le cas a droite se démontre de la méme facon.

Il s’en suit que
Proposition 1.5 Soit a, b € G. 1l existe une unique solution a l'équation ao x = b.
Démonstration. Soit x = a~'ob. Alors acx = ao(a 'ob) = (aca')ob = eob = b. Pour démontrer 'unicité
de la solution supposons l'existence d'une deuxieme solution y € G. Nous avons donc aox=b =ao}y.

Les lois de simplification impliquent x = y.
O

1.3.2 A propos de I'associativité

Lorsqu’'un ensemble non-vide X est munit d'une opération binaire o : X x X — X (comme dans le cas
d’un groupe) une question naturelle se pose immédiatement : quelle signification devons-nous donner
a une expression du type

xlonOX3? (1.1)
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Dans ce cas-ci nous pouvons d'une part évaluer (x; o x») puis évaluer ((x; o x2) ox3) ou d’autre part éva-
——

eX
luer (x; o x3) puis évaluer (x; o (x2 o x3)). Si I’'opération binaire o satisfait a I’axiome d’associativité alors
——
eX
ces deux derniéres expressions sontles-mémes et 'ambiguité de I'expression (1.1) estlevée. Quand est-il
de I'expression
X1 OXQOX3OX4?

Dans ce cas nous avons cing possibilités : (xj o (x20(x30x4))), (x10((x20x3)0x4)), (((x10Xx2)0x3)0X4), ((X70
(x20x3))ox4) et ((x10x2)0(x30x4)). Sans trop de difficulté nous pouvons montrer que ces cinq expressions
sont égales a l'aide de la réegle d’associativité. Quand est-il des expressions de longueur cinq ou plus?
En fait nous aimerions démontrer que tous les “parenthésages” de méme longueur sont égaux. Avant de
tenter de démontrer ce résultat nous devons bien définir les objets impliqués dans cette démonstration :
qu’est-ce au juste qu'un parenthésage admissible 2 On réfere le lecteur avide d’information sur le sujet
al’Annexe A pour tous les détails.

On se contentera d’énoncer qu’a cause de I’associativité (voir le Théoréme E.2), peut importe I'ordre
dans lequel nous effectuons les opérations dans une expression algébrique du type xj o x 0... o x,, tout
en maintenant fixe I'ordre relatif des x; (en d’autres mots un choix d'un parenthésage) nous obtenons
le méme élément de X. L'écriture

X10Xp0..0x, €X

n'est donc pas ambigué et sous-entendra toujours que nous avons fixé un parenthésage pour faire le
calcul. Dans le cas d'un groupe abélien (G, +,0) nous adopterons la notation plus compacte

n
Y g=81+8&+..+8n€G.
k=1

1.4 Lescorps

On se rappellera que les nombres rationnels @, les nombres réels R ainsi que les nombres complexes
C sont trois exemples de groupes abéliens par rapport a I'addition et 'élément neutre 0. De plus ils
sont munit d’'une multiplication (d’élément neutre 1) par rapport a laquelle tout élément non nul est
inversible. Lexistence de ces deux opérations sur un méme ensemble nous mene vers la notion de corps,
c’est-a-dire,

Définition 1.5 Un corps k est un ensemble contenant au moins deux éléments distincts 0 et 1 munit de
deux opérations associatives : 'addition + et la multiplication - telles que

1. les deux triplets (k, +,0) et (k — {0}, -, 1) sont des groupes abéliens;

2. laloi de distributivité, a- (b+c) = a- b+ a- c, est satisfaite pour tout a, b, c € k.

Note : On écrirak* =k —{0}.
Proposition 1.6 Pour toutack, a-0=0.

Démonstration. Le triplet (k, +,0) étant un groupe, nous avons 0+ 0 = 0. De plus, la loi de distributivité
implique a-0+ a-0 = a-0. A nouveau la structure de groupe impose a-0 = a-0+ 0. Par les lois de
simplification par rapport a (k, +,0) on déduit que a-0=0.

O
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Proposition 1.7 Pour toutack, a-1= a.

Démonstration. Si a # 0 alors a € k* qui est un groupe par rapport a la multiplication d’élément neutre
1,d’ota-1 = a. Si a=0 alors le résultat suit par la proposition précédente.
a
Remarques : On peut étre moins exigeant par rapport a la structure multiplicative. Par exemple
« Si la structure multiplicative n’est pas commutative alors on dit que k est un corps gauche. Par
exemple les quaternions (a voir en MAT 2543). Dans ce cas on doit ajouter un axiome supplémen-
taire de distributivité a droite.
« Si de plus la structure multiplicative n'admet pas nécessairement d’inverse alors on dit que k est
un anneau. Par exemple les matrices d'un ordre donné.
« Sila structure multiplicative est tout de méme commutative sans nécessairement admettre d’'in-
verse alors on dit que k est un anneau commutatif. Par exemple les entiers Z.

Une propriété intéressante des corps que nous invoquerons a multiple reprises est qu’'aucun corps
k ne possede de “diviseur de zéro”, c’est-a-dire,

Proposition 1.8 Soita,bek. Siab=0alorsa=0oub=0.
Démonstration. Si b = 0 alors le résultat est démontré. Supposons b # 0. Nous avons donc

0=0-b'=(ab)-b'=abb H=a-1=a.

1.4.1 Uncorpsfini: Z/27

Terminons cette section en donnant un exemple d'un corps fini: Z/2Z. En tant qu’ensemble ce corps

contient deux éléments
7127 ={0,1}.

Les deux opérations sont données par les deux tables de Cayley suivantes :
+]0 1 * 10 1
0(0 1 et 0|0 O
1/1 0 110 1

On laisse au lecteur de vérifier que cet exemple satisfait aux axiomes d'un corps. Ce corps sera prin-
cipalement utilisé afin de fournir des contre-exemples et de confondre notre “sense commun”.






On arrive finalement a la définition de 1'objet central de notre étude : I'espace vectoriel. Tout au long
de ce chapitre on se fixe un corps quelconque k. Nous indiquerons les endroits particuliers ou la nature

duc

2.1

Définition 2.1 Unk-espace vectoriel est un ensemble V- munit d’'une structure de groupe abélien (+,0) et

ESPACE VECTORIEL

orps intervient.

Définitions élémentaires

d’une action

telq
1

2.
3.
4.

kxV -V
ue
. (@B)-v=a-(B-v) pourtouta,fekettoutveV;
(a+P)-v=a-v+p-vpourtouta,fekettoutveV;
a-(v+w)=a-v+a-w pourtoutackettoutv,weV et

1-v=v pourtoutveV.

Les éléments de V' sont appelés vecteurs.

Remarque : Nous omettrons le symbole “-” lorsque le contexte sera clair.

Exercice : Montrez

1
2
3.
4

. —(=v)=vpourtoutveV.
. —(av)=(-a)v=a(-v) pourtout a ek ettout ve V.
Ov=0pourtoutveV.

. (Fa)(—v)=avpourtoutackettoutveV.

11
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5. SivyweV,aek* etav=aw alors v = w.
Voici des exemples importants d’espaces vectoriels que nous retrouverons tout au long de ces notes.

Exemple 1 : k"
Soit k un corps et fixons un entier naturel non nul n. Lensemble des n-tuplets ordonnés

kn = {(x17x2)-urxﬂ) |xl Ek) 1= i = n}

est munit d’une structure de k-espace vectoriel. En effet, les deux opérations

o (m,ay,...,a,)+ (b1, bs,...,by) =(a + by,as + b, ..., a, + by) et

o A-(a1,az,...,an) = (Aay, Aay, ..., Aay)

n-fois

. . y . — y 214 y P
satisfont aux axiomes d'un k-espace vectoriel. Le vecteur nul (0,0, ..., 0) est ’élément neutre de 'addition
“+”. Notons que deux vecteurs u, v € k” sont égaux s’ils sont égaux composante par composante, c’est-
a-dire, si u = (a1, ay, ..., a,) et v = (by, b, ..., b,) alors nous avons

u=v < a;j=b;Vill<si<n.

Lordre des composantes est important. En effet les vecteurs (1,2,0) et (2,1,0) ne sont pas égaux. La dé-
monstration que k” est un espace vectoriel est aisé a cause des propriétés du corps k. Nous démontrons
le premier axiome de distributivité et laissons les autres en exercice. Soit a, f € k et u = (a1, ay, ..., a,) €
k™.

(ap)-u ((@P)ar, (@P)a, ..., (@P)ay), définition de I'action,

= (a(Bar),a(Bay),...a(fayn)), associativité dek,

= a-(Ba,paz,....Bay), définition de I'action,
= a-(B-(m,a,...,ay)), définition de'action,
= a-(B-u.
Donc Q", R", et C" sont trois exemples de Q, R et C-espace vectoriel respectivement. Le corps k
(lorsque n = 1) est lui-méme un k-espace vectoriel.
Exemple 2 : Le produit
Plus généralement, soit {U;};<;j<, une famille de k-espaces vectoriels. Lensemble des n-tuplets or-
donnés

n
H Ui ={(uy, ug,... up)lu;i € U;, 1 < u < n}
i=1

munit des deux opérations

o (U, U, Um) + V1,02, Upy) = (U1 + U1, U2 + V2, Uy + Uy) €1

o A (uy, Uy, Um) = (Aug, Aug, ..., Aty),
ou (uy, U, ..., U), (V1,V2,..., Uy) € ]'[;l:1 U; et A € k, est une k-espace vectoriel. La démonstration est for-
mellement la-méme que pour le cas k”. Dans les cas o1 n = 2 ou n = 3 on utilisera la notation U x V et
UxVxW.

Exemple 3: % (S, V)
Soit S un ensemble et V un k-espace vectoriel. On peut munir ’ensemble

FSV)={fIf:S—V)
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des fonctions de S dans V d’une structure de k-espace vectoriel. En effet, si f,ge€ Z#(S,V) eta €k on
pose

e (f+8)x)=f(x)+g(x)et

e (af)(X)=a- f(x).
La fonction constante @ qui associe chaques éléments de S al’élément neutre 0 de V est’élément neutre
de Z (S, V). On se rappellera que si f, g € (S, V) alors

f=g8 © fx)=gk),VxeSs.
A présent la démonstration que & (S, V) est un k-espace vectoriel découle du fait que V est un k-espace

vectoriel. On montre le deuxiéme axiome de distributivité et laissons les autres au lecteur. Soit a, § € k,
feZF (S, V)etxeS. Alors

((@+pB)f)x) (@+P)- f(x), définition de I'action,
(a-f(x)) + (B f(x)), distributivité dansV,

(af)(x) + (Bf)(x), définition de 'action.

Comme x est arbitraireona (a+ B)f =af + Bf.
Exemple 4 : Espace matriciel

Soit V un k-espace vectoriel et m un entier naturel non nul. Alors 'ensemble des m-tuplets ordonnés
MV™) = {(u1, U, .., ) | U; €V, 1 < i< m)}

est munit de la structure d’espace vectoriel du produit ] | V. Un élément de M(V™) est appelé matrice
et les composantes d'une matrice sont appelés vecteurs lignes. Comme dans notre premier exemple, on
vérifie I'égalité de deux matrices composante par composante. Dés lors la démonstration que M(V™)
est un k-espace vectoriel est aisé et découle de la structure de k-espace vectoriel sur V.

Nous avons le cas particulier olt V =k”. Alors nous noterons
Mpxn (k) = M((kn)m)

Par exemple, si nous travaillons sur R et considérons les vecteurs lignes u; = (1,2,3,4), up = (0,-12,0,1),
et uz = (3,1,-2,0) € R* de la matrice A = (11, U2, u3) nous pouvons former le tableau

1 2 3 4
A=]1 0 =12 0 1 |eMsx(R)
3 1 -2 0
que nous identifions a A. La ji€M€_composante du i1®M€ vecteur ligne de la matrice A sera notée a; j€

k. Dans notre exemple, a2 = 2 et azz = —2. En général une matrice B € M3,4(R) se présentera comme
suit
by bz b1z bu
B=| bar by baz ba |€M3u(R).
b3y b3y b3z bz
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2.2 Les sous-espaces vectoriels

Soit V un k-espace vectoriel et U un sous-ensemble non-vide de V.

Définition 2.2 On dira que U est un sous-espace vectoriel de V' si
1. pourtoutx,yeUonax+yeU,et
2. pourtoutxeU ettoutacekonaaxcU.

Proposition 2.1 SiU est un sous-espace vectoriel de (V, +,-) alors (U, +, ) est unk-espace vectoriel (munit
de la méme addition et de la méme action).

Démonstration. Comme 1- x = x est vrai dans V, c’est donc vrai pour tout x € U. De la méme maniere,
étant donné que les restrictions de 'addition et de I'action a U demeurent dans U, toutes les condi-
tions de distributivité sont automatiquement vérifiées. Il ne reste qu'a démontrer que U < (V, +). Mais
la condition (1) est exactement la méme que celle de la définition d’'un sous-groupe. De plus, il est aisé
de voir (exercice) que —1-x = —x € U par la condition (2).
O

Remarque : Un sous-espace vectoriel U d’'un espace vectoriel V est donc a la base un sous-groupe de V
et donc le vecteur nul appartient a U.
Exemple 1 : Soit U = {(x,0) | x € R}. Alors U est un sous-espace vectoriel de R2. En effet, si (x,0), (»0)eU
alors (x+ ¥,0) € U. De plus, si (x,0) € U et a € R alors a(x,0) = (ax,0) € U. On remarque que U # ¢ car
en particulier (0,0) € U. Par contre, I'ensemble S = {(x, 1) | x € R} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?
(exercice).

Sile corps de référence est de cardinalité infini alors le seul sous-espace fini est le sous-espace trivial
{0}. En effet, soit U # {0} un sous-espace et u € U non nul. On affirme que I'application suivante

k — U
a — a-u
est injective. Ceci découle de I'exercice (5) suivant la définition d'un espace vectoriel.

Exemple 2 : La trace d'une matrice carrée.
Considérons I'application

tr:Myx,k) — k

an a2 ain
a1 ano aorn n
— 2 aii.
i=1
anl an2 Ann

On peut montrer facilement (exercice) que pour A, B € M« (k) et A € k nous avons toujours tr(A+ B) =
tr(A) + tr(B) et tr(AA) = A -tr(A). Il en découle donc que

Try ={AeM;x k) |tr(A) = 0}

est une sous-espace vectoriel de M, (k). On voit que Tr; = {0} tandis que

Trgz{(z b )Ia,b,ce]k}.

—a
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2.3 Les combinaisons linéaires
Soit V un k-espace vectoriel et uy, up, ..., u, € V.
Définition 2.3 Une combinaison linéaire des vecteurs uy, uy, ..., Uy est un vecteur ve 'V tel que
vV=augt+taruy+..+auy
poura;ek,1<i<n.

Remarque : Comme I’addition est associative le résultat d'une combinaison linéaire n’est pas ambigué.

n
On utilisera aussi la notation plus compacte v = Z a;u;.
i=1

Proposition 2.2 Si U c V est un sous-espace vectoriel alors toute combinaison linéaire d’éléments de U
estun élémentde U.

Démonstration. On procede a I'aide d’'un raisonnement par récurrence sur la longueur d'une combi-
naison linéaire. Si u € U et A e k alors A- u € U car U est un sous-espace. Lancrage de I'induction est
donc démontré. On suppose que les combinaisons linéaires d’éléments de U de longueurs #n — 1 appar-
tiennent a U. Soit Zfl:l aju;javecu;eUeta;ek,1<i<n.Ona

n n
Y aiui = |aiu+ Y aju; € U, car U estun sous-espace
i=1 i=2
——
eU par induction

d

Soit S € V pas nécessairement un sous-espace. Lensemble de toutes les combinaisons linéaires ob-
tenues a partir des éléments de S sera noté
<S5>.

Par convention on imposera < @ >= {0}. Il est important de remarquer qu'une combinaison linéaire
ne contient, par définition, qu'un nombre fini de termes. Si la cardinalité de S est infini alors aucune
combinaison linéaire ne peut étre composée de tous les éléments de S.

Proposition 2.3 Soit S < V. Alors <S> est un sous-espace vectoriel de V. C'est le sous-espace engendré
parS.

Démonstration. Si S = @ alors la proposition est démontrée. Supposons S # @ et soit v = Y., a;v; et

u= Z;.”:l bjuj,ouv,uj€S, a;,bjek, 1=<i<n,1=<j=<m.Soitk={vy,vo,..., v} N{u1, up,..., up}l. On
peut supposer sans perte de généralité que vy = uy, ..., Uy = ui. Dans ce cas, on a

k n m
v+u=Z(a,-+b,-)vl-+ Z a;v; + Z biu,-,
i:IT i=k+1 i=k+1
€
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ce qui est a nouveau une combinaison linéaire d’éléments de S et donc v+ u e€<S>. Si A € k alors

n n n
Av=A) aivi=)Y A-(a;v;) =) (Aa;)v;,
i:ZI Y1 l:zl 1 l4 ;1\??/ 1

distributivité généralisée

ce qui est a nouveau une combinaison linéaire d’éléments de S et donc 1- v €<S>. On conclut que <S>
est un sous-espace vectoriel de V.
O

Soit J un ensemble non-vide et supposons que pour tout élément a de J est associé un sous-espace
U, de V. On dit alors que 'on a une famille de sous-espaces {U,}qc; indexée par 'ensemble J. On peut
alors former le sous-ensemble
(Uyg=1{veV|ve Uy, YaeJh

ae]

Proposition 2.4 Le sous-ensemble (| U, est un sous-espace.
ae]

Démonstration. Si [| U, = {0} alors la proposition est démontrée. Sinon soit u, v € || Ug. En d’autres
ac] ae]
mots, u, v € Uy pour tout a € J. Comme chacun des U, est un sous-espace, u+ v € U, pour tout a € J,

c'est-a-dire, u + v € [ | Ug. La deuxiéme condition pour étre un sous-espace se démontre de la méme
ac]
facon.

a

Soit Sc Vet J={U c V|U estun sous-espace de V et S c U}. Un plus petit élément de J est un sous-
espace U contenant S tel que s'il existe un autre sous-espace W contenant S et tel que W < U alors
W = U. On notera que J # @ car V € J. De plus, comme |'ordre induit par I'inclusion n’est que partiel, il
n'y a pas de raison a priori qu'un plus petit élément soit unique. Par contre,

Proposition 2.5 Lunique plus petit élément de J est donné par [ | U.
UeJ

Démonstration. Par la Proposition 2.4, ﬂ U est un sous-espace. De plus, comme S < U pour tout U € J,
UeJ
S< [ U, cest-a-dire, [ | U € J. On remarque, par construction, que [ | U < U pour tout U € J. Si
UeJ UeJ UeJ

W e Jet W c [ U alors par la remarque précédente, W = (7] U. Finalement, si W est un autre plus
UeJ Uej
petit élément de J alors comme W appartient a J on doit avoir (| U ¢ W. Mais W est un plus petit
UeJ
élément, onadonc [ U = W.
Uej

Proposition 2.6 Le plus petit sous-espace contentant un sous-ensemble S c V est <S>.

Démonstration. Si S = @ alors {0} est effectivement le plus petit sous-espace contenant S et la proposi-
tion est démontrée. Sinon soit © € S. Comme 1 - u est une combinaison linéaire et que 1- u = u (dernier
axiome d'un espace vectoriel), on a S c< S>. Si U est un sous-espace de V contenant S alors, par la
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Proposition 2.2, < $>c U. En particulier, < S>c ] U. Le résultat est la conséquence de la Proposition
UeJ
2.5.

d

Si U et W sont deux sous-espaces vectoriels de V. Que peut-on affirmer a propos de U u W ? Est-ce
un sous-espace?

Proposition 2.7 L'union U U W est un sous-espace si et seulement siu c W ou W c U.

Démonstration. Sans perte de généralité supposons que U < W. Il s’en suit que UU W = W et est donc
un sous-espace. Supposons qu’il existent w e W—-U et u € U—W. Si UU W est un sous-espace alors
u+ w e UuW. Par définition de I'union, u+ w € U ou u+ w € W. Sans perte de généralité, supposons
que u+ w € U, c’est-a-dire, qu'il existe un u’ € U tel que u+ w = u'. Mais dés lors w = u' — u € U ce qui
contredit la nature de w.

a

On peut toujours considérer le sous-espace < U U W >. Comme on I'a vu c’est le plus petit sous-
espace contenant a la fois U et W. En contre partie, le fait que U et W soient des sous-espaces n’in-
fluence en rien la structure de <U U W >. Par exemple, soient U = {(x,0) |x e R} et W = {(0,y)| y € R}. Ce
sont deux sous-espaces de R? (exercice), I'axe des “x” et des “)” respectivement. D'une part, UU W n’est
que le sous-ensemble “croix” de R? et n’est pas un sous-espace. En effet le vecteur (1,0) + (0,1) = (1,1)
n’appartient ni 2 U ni 2 W et donc n’appartient pas 2 U U W. D’autre part, < U U W >c R? par construc-
tion. De plus, si (x,y) € R? alors (x, ¥) = x(1,0) + y(0,1) qui est une combinaison linéaire d’éléments de
UUW.Onentire que R? =<UU W >,

Les idées du dernier paragraphe suggere la construction suivante : soit U et W deux sous-espaces
vectoriels de V et considérons 'ensemble

U+W={u+wlueUetwe W}
Proposition 2.8 NousavonsU +W =<UU W >.

Démonstration. On laisse les détails au lecteur.
O

Remarque : Lorsque U N W = {0} on dira que U + W est la somme directe des deux sous-espaces et nous
lanoterons U & W.

Dans le dernier exemple, considérer I'axe des “x”, U, et 'axe des “y”, W, afin d’engendrer R?> semble
excessif. En fait notre calcul montre que

R? =<(1,0),(0,1)>.

Ceci nous meéne naturellement vers la question : peut-on trouver un ensemble minimal engendrant un
sous-espace donné ?

2.4 Générateurs et indépendance linéaire

Soit U un sous-espace vectoriel de V tel que U =< S > pour un certain sous-ensemble S ¢ V. On
appelle les éléments de S les générateursde U.
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Soit uy, ..., u,y € V. On a toujours < uy, ..., Uj, ..., Up >C< U1, ..., Up >, ol U; signifie que I'on omet I'élé-
ment u; de la liste. Mais si u; est en fait une combinaison linéaire des éléments uy, ..., U;, ..., U, alors

<ULy ey Uy ooy Uy S=< ULy ey Uy >
3 — — n
Eneffet,51ui—zj¢iajujetque U—ijlajuj€<u1,...,un>alors
i—1 n
v o= Y ajuj+a;|) ajuj|+ Y aju;
j=1 j#i j=i+1

——
Ui

= Z(aj+aiaj)uj.
J#i

La derniere expression clairement appartient a <uy, ..., u;, ..., U, >. En d’autres termes,

Théoreme 2.9 Soit uy, uy, ..., u, € V. Il existe un vecteur u; parmi cette liste qui est combinaison linéaire
des uy, ..., Uj, ..., Uy Si et seulement si il existent des scalaires {1, i, ..., in € k non tous nuls tels que

O=pruy +poup + ...+ Uy
Démonstration. Si u; =), jRiAjUj alors
O=ajur+...+ajquj1+(1) uj+aj1 i1 +... +aplp.
En posant
] oaj J#i
Fimy -1 j=i

1 < j < n, la premiere implication est démontrée. S’il existe des scalaires yi, y2, ..., 45 € k non tous nuls
tels que 0 = py uy + o Up +...+ Ly Uy alors il existe p; # 0, pour un certain 1 < i < n, et nous pouvons écrire

wi ==’ { 2K uj} =2 (1 wpuj,
j#i J#i

car k est un corps. En d’autres mots, u; € <uy, ..., Uj, ..., Up >.

Ce denier résultat nous ameéne a définir

Définition 2.4 Un sous-ensemble S c V est linéairement dépendant s'il existent u,,...,u, € S et des sca-
laires y, ..., iy € k non tous nuls tels que

O=piug +...+ Upy.

On dira que S est linéairement indépendant s’il n’'est pas possible de trouver de telle relation. En d’autres
mots, S sera dit linéairement indépendant si

O=pmuwm+...+ppuy, = p=p2=...=4,=0
pour toute famille finie u;, ..., u, € S.

Remarque : Tout sous-ensemble contenant le vecteur nul est linéairement dépendant. En effet, 0y =
1k - Oy est une relation de dépendance. En particulier, tout sous-espace est linéairement dépendant.



2.4. GENERATEURS ET INDEPENDANCE LINEAIRE 19

Proposition 2.10 SoitS c<uy,...,u,>< V. Si|S| > n alors S est linéairement dépendant.

Démonstration. On procede par induction sur n. Si n = 1 alors il existent au moins deux éléments dis-
tincts vy, v2 € Set S c<u> pour un certain u € V. Sil’'un deux est zéro S est nécessairement linéairement
dépendant. Sinon v, = A u et v, = A, u pour Ay, A2 € k*. On a donc

Al_lvl =u=/12_1v2,

c’est-a-dire, 0 = )Ll_l vy + (A5 1Yy, une relation de dépendance non-triviale. Lensemble S est donc li-
néairement dépendant et 'ancrage de I'induction est donc vérifiée. On suppose le résultat vérifié pour
tout sous-ensemble S’ c< uy, ..., Uj, ..., U, > et pour tout 1 < i < n tel que |S’| > n— 1. Par hypothese, il
existent au moins vy, .., Vy+1 € S éléments distincts. Si le vecteur nul se trouve parmi eux des lors S est
linéairement dépendant. Sinon on a n + 1 relations non-triviales

VT = anutapu+..t+ajzun
UVp = axuy+axpur+..+axluy
Untl = Gupel1Ul T aAupyi2Uz+ .ot piinlin.

Sichacun des coefficients aj; =0, pour1 < j < n+1, alors {vy, ..., Upt1} ©< ui,..., uy>etdonc {vy, ..., Vns1}
et par conséquent S serait linéairement dépendant par ’hypothése d’induction. Sans perte de généra-
lité, supposons que a;; # 0. Le coefficient du vecteur u; dans I'expression du vecteur vy — az; al‘ll v est
nul. En effet,

vg—a21a1_11 4] ax Uy +axpuy+...+dxpUup

—any aﬁl ((111 u+apuy+...+an un)
= ayyUp+ ...ty Un,

pour de nouveaux coefficient agl. ek, pour 2 <i < n. De méme,

! !
AzpUp + ...+ Az, Up

-1
U3 —dads1aq; V1

-1 ! !
Un+l —Qn+11G11 V1 = QuepUe+...+a,, 1,Un.

Ce calcul démontre que {v2—az; al‘ll Uly ey Unae1—Anell al‘ll v} c<iy,..., up>etdonc par’hypothese d’in-
duction {v,—ay; al‘ll Ulyeos Une1—Qnell al‘ll v1} estlinéairement dépendant. Il existent donc o, ..., tn+1 €k
non tous nuls tels que

-1 -1
0 = wmw(va—aza; V1) +..+Up1(Vpe1 — Guer1aqq V1)
n+1
— -1 .
= —ap Zu]aﬂ V1 + U2V + ..+ Un+1Vn+1-
j=2

La derniere relation étant une relation de dépendance non triviale force donc {vy, ..., v4+1} et donc S a
étre linéairement dépendant.
O
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Corollaire 2.11 Soient{u;,..., u,} et{vy, ..., vy} deux sous-ensembles linéairement indépendants d’'un es-
pace vectoriel V. Si <uy, ..., uy >=<Uv1,..., Uy, > alors n = m.

Démonstration. Par hypothése nous avons {vy,..., vy} €< vy,..., Uy >=< Uy, ..., Uy >. De plus, comme
{v1,..., v} estlinéairement indépendant, la Proposition 2.10 force m < n. Le résultat s’en suit en échan-

geant le role des ensembles générateurs.
O

2.5 Lesbases et la dimension

Définition 2.5 On dit qu'un sous-ensemble S d’'unk-espace vectoriel V est unebase de V si
1. V=<8>, et
2. S est linéairement indépendant.

Remarque : Par convention, on considérera @ comme base de {0}.

Définition 2.6 Un sous-espace vectoriel U est finiment engendré s’il existe un sous-ensemble S c V fini
tel que
U=<S8>.

Théoreme 2.12 Toutk-espace vectoriel finiment engendré possede une base.

Démonstration. Par hypothese, il existe S un sous-ensemble fini de V tel que V =< §>. Considérons
I'ensemble
D={|R||RcSetV =<R>}.

On remarque deux choses : (1) D c N et (2) D # @ car |S| € D. Le principe du bon ordre nous garantie
I'existence de n = minD. Si n = 0 alors V = {0} et posséde ¢ comme base. Sinon n > 0 et il existe R
S tel que |R| = n et V =<R>. Si R n'est pas linéairement indépendant alors I'un de ses éléments est
combinaison linéaire des autres par la Proposition 2.9. Soit r € R cet élément. Mais dans ce cas nous
avons V =<R>=<R—-{r}>et|R—{r}| = n—1 ce qui contredit la nature minimale de n. On conclut que
R estlinéairement indépendant et donc R est une base de V.

O

Proposition 2.13 Si U est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel V finiment engendré alors U
posséde une base et en particulier il est finiment engendré.

Démonstration. Soit S un ensemble fini de V tel que <S>= V. Par le Théoréme 2.12, on peut supposer
que S est une base de V. En particulier, S est linéairement indépendant. Considérons I’ensemble

D ={|S|-|R||Rc U et R est linéairement indépendant}.

On remarque deux choses : (1) D < N car |S| = |R| selon la Proposition 2.10 et (2) D # @ car |S| € D. 1l
faut simplement prendre R = @. Le principe du bon ordre nous garantie 'existence de n = min D. Soit
R c U tel que |R| = |S| — n et R soit linéairement indépendant. S’il existe w € U— < R > non nul alors
nécessairement R’ = R U {w} est linéairement indépendant et est tel que |R'| = |R| + 1 contredisant la
nature minimal de n. On conclut que U =<R>.

O
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Proposition 2.14 Toutes les bases d’'un espace vectoriel finiment engendré possedent le méme nombre
d’éléments.

Démonstration. Par hypotheése, I'espace vectoriel V admet un sous-ensemble S fini tel que V =< S§>. Par
le Théoreme 2.12, V posséde au moins une base et la cardinalité de celle-ci est bornée supérieurement
par |S|. Le résultat est maintenant une conséquence directe du Corollaire 2.11 et du fait qu'une base est
un ensemble générateur.

O

Enfin on peut définir

Définition 2.7 Soit V unk-espace vectoriel finiment engendré et B une base de V. La dimension de V est
Uentier
dimy V = |B|.

Remarque : La dimension dépend du corps sur lequel nous travaillons. En effet, C est un C-espace vec-
toriel. En particulier, 'ensemble {1} est une base de C car cet ensemble est linéairement indépendant et
tout nombre complexe s’écrit z=z-1, d’'ou

dimCC =1.

Par contre, on peut considérer C come une R-espace vectoriel. En effet, tout nombre complexes s’écrit
z=a-1+b-i,oua,beR. Dans ce cas-ci, {1, i} est R-linéairement indépendant et C =< 1,i >. D’olt

dimR C=2.

Exemple : Montrons que dimyk” = n. Dans k” nous avons les éléments canoniques e; = (1,0, ...,0),
e =(0,1,0,..,0), ..., e, =(0,...,0,1). Si (ay, ap, ..., a,) € k™ alors

(m,az,...a,) = a1e1+azer+...+apey,

€ <ep,er,..,en>,
c'est-a-dire, k" =<ey, e, ..., e, >. Sil existe yy, ..., 4, € k tels que
0,...,0) =pre1 +...+ upey

alors (0,...,0) = yyey +...+ upe, = (U1, ..., 4p) implique que py = yo = ... = u, =0, c'est-a-dire, {ey, €2, ..., e,}
est linéairement indépendant et est donc une base de k. On conclut que dimy k” = n. Cette base est
appelée la base canonique dek”.

Proposition 2.15 Soit U c V un sous-espace vectoriel finiment engendré. Si {u,, ..., uy} est une famille de
vecteurs de U linéairement indépendante alors elle peut étre étendue en une base de U.

Démonstration. Par hypothese, il existe S ¢ U un sous-ensemble fini tel que <S>= U. Comme U est un
sous-espace on a
<{up,..,uptuS>=U.

Procédons comme dans le cas du Théoreme 2.12 et considérons I’ensemble

D={|R||Rc SetU=<{uy,..., up}UR>}.
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On remarque deux choses : (1) D cN et (2) D # @ car |S| € D. Le principe du bon ordre nous garantie
I'existence de n = minD. Si n = 0 alors U =< {uy,..., ux} > et {uy, ..., ux} est déja une base de U. Sinon
n > 0 et par définition de n il existe R c S tel que |R| = n et U =<{uy,...,ux} UR>. Si {uy,...,up} UR est
linéairement dépendant alors I'un de ses éléments est combinaison linéaire des autres par la Proposition
2.9. Si v € R est combinaison linéaire des autres alors R’ = R — {v} est tel que U =<{uy,...,,ux} UR' > et
|R'| = n—1 ce qui contredit la nature minimale de n. Donc I'un des u; doit &étre combinaison linéaire des

autres, c’est-a-dire,
up=y ajuj+ Y ay,
J#i VER
pour des aj,ay €Kk, j # i, non tous nuls. Nécessairement I'un de a, doit étre non nul car {uy, ..., ty} est
linéairement indépendant. Mais dés lors on peut écrire

v:agl{u,-—Zajuj— > aww},

Jj#i weR—{v}

et a nouveau on a construit un R’ = R — {v} tel que U =<{uy, ..., u} UR > et |[R'| = n— 1. On conclut que
{uy,..., ux} U R est linéairement indépendant et est donc une extension de {u, ..., Uy} a une base de U.
O



CHAPITRE

APPLICATION LINEAIRE

Dans ce chapitre nous étudierons les applications entre espaces vectoriels. On peut souvent tirer
plus d’information de celles-ci que des simples espaces mis en relation par ces applications. C’est une
idée que nous retrouverons partout en mathématique. Considérons I’exemple suivant. Soit I’ensemble

Pp(K) ={apx" + ap1x" " +..+ax+aglaiek 0<i<n}

des polynomes de degré au plus n € N. Si nous déclarons que deux polyndmes sont égaux i et seulement
si ils sont égaux terme-a-terme (d’'une méme puissance de x), et si nous définissons la somme de deux
polynémes comme la somme terme-a-terme et que nous faisons de méme avec I'action de k sur 22, (k),
on voit que (intuitivement) 22, (k) peut étre identifié 2 k"*!, les puissances de x n’étant 1a que pour
maintenir I'ordre relatif des coefficients a;, 0 < i < n. Ces deux ensembles ne sont pas égaux car ni 'un
ni I'autre n’étant sous-ensemble de I'autre. Que voulons-nous dire lorsque nous affirmons : “peut étre
identifié a” ? Et bien nous pouvons écrire une application “naturelle”

0.2,k — k! 3.1)
apx"+..+aix+ay — (ag, ai,.., an),
qui est clairement une bijection. Par contre un espace vectoriel est plus riche en structure que le simple

ensemble qui le sous-tend. Y-a-t-il un lien entre ®(p) + ®(q) et D(p + gq) 2 ou y-a-t-il un lien entre (A p)
et A®(p) ? Ces questions nous meéne vers la prochaine section.

3.1 Les applications linéaires

Soit T': V — W une application entre deux k-espaces vectoriels V et W.
Définition 3.1 On dit que T est linéaire si pour tout u,ve 'V et tout A ek

23
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1. Twu+v) =T+ T(v), et
2. TAv)=AT(v).

Voici deux propriétés élémentaires des applications linéaires.

Proposition 3.1 Soit T : V — W une application linéaire entre deux k-espaces vectoriels V et W. Nous
avons alors

s T(®M=0,

e T(-v)=-T().

Démonstration. D'une part, 7(0) + T(0) = T(0+0) = T(0) = T(0) + 0 et on conclut par la propriété de
simplification a gauche des groupes que T'(0) = 0. D’autre part, 0 =T(0) = T(v+ (—v)) = T(v) + T(-v) et
donc par l'unicité de I'inverse des groupes on doit conclure que T(-v) = =T (v).

O

3.2 Lenoyau etimage

Deux sous-ensembles fondamentaux sont associés a toute application linéaire T : V — W, c’est-a-
dire,

1. Lenoyaude T, ker T ={ve V| T(v) =0} et

2. Limagede T, Im T ={we W|3dve V telque T'(v) = w}.

Proposition 3.2 Les deux sous-ensemblesker T et ImT sont des sous-espaces de V et W respectivement.

Démonstration. Soit u, v € ker T et A € k. La linéarité de T nous donne d'une part T(u+ v) = T(u) +
T(w)=0+0=0etdonc u+vekerT, et dautre part T(Au) = AT(u) = A0 =0 et donc Au € ker T. Soit
w,w € Im T. Par définition, il existent u, v € V tels que T(u) = w et T(v) = w. A nouveau la linéarité de
T nous donne w+w = T(w)+ T(v) = T(u+v) etdonc w+w e ImT. De plus, Aw = AT(u) = T(Au),
c’'est-a-dire, A\weImT.
O
Voici un premier théoréme de structure trés important :

Théoreme 3.3 SoitT:V — W uneapplication linéaire entre deuxk-espaces vectoriels V et W. Supposons
que 'V soit finiment engendré. Nous avons alors

dimV = dimker T + dimIm T.

Démonstration. Par définition, ker T est un sous-espace de I'espace vectoriel finiment engendré V et
possede donc une base. Soit {uy, ..., ur} une base de ker T. Par la Proposition 2.15, on peut étendre cette
base en une base de V. Soit {uy, ..., Uy, k41, --., Un} Une extension a une base de V. Considérons le sous-
espace < T (Vi+1), T(Vg+2), ..., T(vy) > Im T. S'il existent des fy+1, ..., n € k non tous nuls tels que

fes1 T (W) + oo i T (V) =0,

alors, par linéarité de T, nous avons T (Uj+1 Vg+1+...+ UnVn) = 0, C'est-a-dire, Uy+q Vg+1+-..+UnVn €ker T.
11 doit donc exister Ay, ..., A €k tels que Ay uy + ... + AUy = 41 Vsl + .- + Un Uy Cest-a-dire,

0=Auy+ ...+ A + (g1 Vi1 + oo + (Un) Un.
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Mais {uy, ..., Ug, Vi+1,..-» Un} €st linéairement indépendant ce qui force tous les coefficients a étre nuls.
On conclut que {T(Vk+1), T (Vk42), ..., T (vy)} estlinéairement indépendant. Soit w € Im T. Par définition,
il existe v € V tel que T(v) = w. On peut donc écrire v = ajuy + ... + AU + Ag1 Vis1 + ... + XUy CAT
{u1,..., ug, Vis1, ..., Vn} €st une base de V. Et donc

w = TW=T@aug+..+arup+ Q1 Vgy1 +...+&nVp)
est nul par définition du noyau

= W1 Tw) + et @ TWg)  + Qa1 TWr1) + o+ An T (V)

parla ling;rité deT
= A TWe) +..+apT(vy)
€ <TWr+1), TWrs2)s.., T(vy)>.
Le résultat s’en suit en dénombrant chaque base associée, c’est-a-dire, dimV = n, dimker T = k et

dimImT=n-k.
]

Définition 3.2 Soit T : V — W une application linéaire. Le rang de l'application T est l'entier naturel

rk(T) =dimImT.

Proposition 3.4 Soit T : V — W une application linéaire entre deux k-espaces vectoriels V et W. Les-
pace vectoriel V est finiment engendré si et seulement si les deux sous-espacesker T etIm T sont finiment
engendrés.

Démonstration. Supposons que ker T et Im T soient tous deux finiment engendrés. Nous allons exhibé
une base finie pour V (ce qui est plus que demandé). Par le Théoréeme 2.12, ils existent {vy,..., v} <
V et {wis1,..., Wy} € W des bases de ker T et Im T respectivement. Par définition de Im T, il existe
{Vk+1)--» Un} € V telque T'(v;) = w;, pour k+1<i<n.S’ils existentdes y; €k, 1 <i < ntels que

0= v+ + Uk Vk Hi+1 Vi1 + oo+ Hn Un
—_—

cekerT
alorsd’'une part0 = T (U Uy +...+ Uk Vg + Bk 1 Vi1 + oo H U Un) = Pki1 T WD) oo+ Un T (V5) = Ugr1 Wier1 +
w. + U Wy, ce qui force 0 = gy = ... = Uy car {Wyy1, ..., Wy} est linéairement indépendant ; d’autre part
0 =pvy +... + ur vk implique que 0 = ) = ... = yg car {vy,..., vx} est linéairement indépendant. Donc

{v1,..., vy} est linéairement indépendant. Finalement soit v € V. Par définition T(v) € Im T et donc ils
existent ty41,..., Uy € K tels que

n n
Tw= ), piwi= ), wTw)=T
i=k+1 i=k+1

n
Z Hivi |-
i=k+1
Mais des lors T(l/ - Z?=k+1 Wi vl-) =0, c'est-a-dire, v — Z?=k+1 wiv; € ker T. IIs existent donc yy, ..., i € k
tels que
n k
v— Z HiVi= Z#ivi,

i=k+1 i=1
et donc v = Z?:l Wivi €<vy,.., U, >, Cest-a-dire V est finiment engendré car {vy, ..., v} est une base
finie de V. La réciproque est exactement le Théoréme 3.3.
O
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3.3 Isomorphisme

Les sous-espaces Im T et ker T sont aussi intimement liés a la notion d’inverse. Soit 7: V — W une
application linéaire. Par définition, T est surjectif si et seulement si Im 7' = W. Il est a noter que la linéa-
rité de T ne joue aucun rdle dans ce dernier énoncé. Par contre,

Proposition 3.5 Une application linéaire T : V — W est injective si et seulement siker T = {0}.

Démonstration. Soit v € ker T. Si I'application est injective alors comme T(v) = 0 on doit nécessai-
rement avoir v = 0, d'ou ker T = {0}. Réciproquement, si T(v) = T(w) alors par la linéarité de T on a
T(v—w) =0, c'est-a-dire, v — w € ker T. Mais comme ker T = {0}, on a v = w, c’est-a-dire, T est injective.

O

Corollaire 3.6 Uneapplication linéaire T : V — W est inversible si et seulement siImT = W etker T = {0}.
En particulier, si V est finiment engendré alorsdimV = dim W.

Démonstration. Si V est finiment engendré alors par le Théoreme 3.3 dim V = dimIm T car ker T’ = {0}.
Mais par hypothese Im T = W, d’ou le résultat.
O

Proposition 3.7 Si T : V — W est une application linéaire inversible alors T~" est une application li-
néaire.

Démonstration. Soit u, v e W et A e k. Il existent a, b € V tels que T'(a) = u et T(b) = v. De plus, comme
T estlinéaire,ona T(a+b) = u+v et T(Aa) = Au. Nous avons donc

TN (T(a+ b))

= a+b

= T7YT(a)+T N (TD)
= T ' w+T1 ).

T ' u+v)

De méme, nous avons T '(Au) = T H(T(Aa) =Aa=AT" 1 (T(@) = AT (w).
O

Proposition 3.8 Soit T:V — W et S: W — Z deux applications linéaires. Alors l'application So T est
linéaire.

Démonstration. Soit u, v € V et A € k. Nous avons alors

(So)(u+v) S(T(u+v))
= S(T(w)+ T(v)) parlalinéarité de T
= S(T(w)+S(T(v)) parlalinéarité de S

= (SeD)(w)+(SoT)(v).

De méme, (So T)(Au) = S(T(Au)) = SAT (W) = AS(T(u)) = A(So T)(w).
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Ce dernier résultat nous permet de définir une relation d’équivalence sur ’ensemble des k-espaces
vectoriels. On dira que deux k-espaces vectoriels V et W sont isomorphes s’il existe une application
linéaire inversible T : V. — W que 'on appellera dés lors isomorphisme . Dans ce cas on écrira V= W.
Cette relation est dite “relation d’équivalence” car

1. V =V pour tout k-espace vectoriel V (critere de réflexivité).
2. SiV =W alors W 2 V (critere de symétrie).
3. SiV=Wet W= Zalors V = Z (critére de transitivité).
Le (1) est vérifié car idy est linéaire et inversible. Le (2) est une conséquence de la Proposition 3.7. Fi-

nalement, le (3) découle de la Proposition 3.8 et du fait suivant : Si T et S sont linéaires, inversibles et
composables alors T o S est inversible (exercice).

3.4 Calculs de la dimension

Dans le cas ou V est finiment engendré, le Corollaire 3.6 exprime le fait que si V= W alors dimV =
dimW.

Corollaire 3.9 Si U et W sont deux k-espaces vectoriels finiment engendrés alors U x W est finiment en-
gendré. De plus,
dimU x W =dimU + dimW.

Démonstration. Considérons 'application linéaire (a vérifier) projection sur le premier facteur, c’est-
a-dire, py : U x W — U, ou py(u, w) = u. On a par construction Im py = U, c’est-a-dire, dimIm py =
dimU. De plus, ker py = {0} x W. Mais comme W = {0} x W (pourquoi?), on a dimker py = dimW.
Par la Proposition 3.4, U x W est finiment engendré. On conclut a I'aide du Théoréme 3.3 appliqué a
I'application py que

dimUx W = dimU + dim W.

O
Corollaire 3.10 Soit V un espace finiment engendré. Nous avons alors
dimy M(V™) = n-dimy V.
Démonstration. En remarquant que M(V") = ;’:1 V, on déduit le résultat a partir du Corollaire 3.9 et
d’un raisonnement par récurrence sur le nombre de facteurs.
O

Exercice : Soit U et W deux sous-espaces d'un k-espace vectoriel V finiment engendré. Démontrez la
formule de Grassmann
dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U n W).

Indice : considérer I'application linéaire
Q:UxW — U+W
(ww) — u-w.

(1) Montrez que Q est linéaire. (2) Montrez que Q est surjective. (3) Montrez que kerQ = UnW. (4)
Conclure a I’'aide du Théoréme 3.3.
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Proposition 3.11 SiV est unk-espace vectoriel finiment engendré alorsk™ =V, ot n=dim V.
Démonstration. Soit 8 = {vy, ..., v;} une base de V. Définissons I'application linéaire (exercice)

kp:k" — V (3.2)
(a1y.nan) — @V +agvr+...+a,vy.
D’une part, si v € V alors ils existent a;,...,a, € k tels que v = ¢y v + ... + @, v, car {vy,..., v,} engendre

V. Nous avons donc
Kg(@1,.y @p) = A1V + .o+ ApUp = 1,

c’est-a-dire, K g est surjective. D’autre part, si (ay, ..., a) € kerKﬁ alors la relation
0=xglay,...an) = a1v1+ @2 +...+ apvy

force a; = az = ... = a, = 0 car {vy, ..., U} est linéairement indépendant, c’est-a-dire, kerx g = {0} et donc
Kk g est injective. On conclut que x g est un isomorphisme entre k" et V.
O

Remarque : Les composantes du vecteur Kgl (v) e k" sont les coordonnées de v dans la base . Pour une
base g fixée, étant donné que x g est un isomorphisme, les coordonnées d’un vecteur v sont uniques.

Théoreme 3.12 Deux k-espaces vectoriels V et W finiment engendrés sont isomorphes si et seulement si
dimy V = dimy W.

Démonstration. Si dimy V = dimy W alors en utilisant la symétrie et la transitivité de la relation d’équi-
valence “isomorphisme” ainsi que la Proposition 3.11 on obtient que V = W. La réciproque nous est
donné par le Corollaire 3.6.

|

Exercice : Soit U et W deux sous-espaces d'un k-espace vectoriel V finiment engendré. Supposons que
Un W ={0}. Montrez que
UxW=z=UesaW.

3.5 Deretour aux polyndomes

Il est maintenant clair que 'application (3.1) énoncée dans I'introduction au Chapitre 3 est un iso-
morphisme (exercice), c’est-a-dire, 2, (k) = k"1

Par contre, il nous est plus naturel de considérer un polynéme comme une fonction. Pour passer
d’un polyndéme abstrait a une fonction considérons I'application d’évaluation associée

P, xk X Kk
(apx"+..+ax+apg,a) — apa’+..+aja+ap.
Proposition 3.13 Soit p,q € 22,(k). Sik =R ou C alors
p=q < ev(ip,a)=ev(g,a)

pour tout a € k.
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Démonstration. Si p = g alors la conclusion est évidente. De plus cette implication est indépendante
de la nature du corps k. Pour montrer la réciproque nous procéderons a I'aide d'un raisonnement par
récurrence forte sur le degré des polynomes. Soit p = a,x" +...+ a; x+ap et g = b, x" +...+ by x+ by tels que
ev(p,a) = ev(q, a) pour tout a € k. Si n = 0 alors ay = ev(p, a) = ev(q, a) = by et 'ancrage de I'induction
est vérifié. Supposons le résultat vérifié pour tous les polynémes de degré inférieur a n. Remarquons
que ag = ev(p,0) = ev(q,0) = by et donc pour tout a € k

O=ev(p,a)—ev(q,a) = (ap—bpa™+..+(@ -bh)a

a((an— ba '+ ..+ (a4 - by)).

distributivité dans k

Comme il n'y a pas de diviseur de zéro dans un corps nous avons donc nécessairement (a, — bpa™ 1+
...+ (a; — by) =0lorsque a # 0. On se rappellera que les fonctions polynomials sont des fonctions conti-
nues sur R ou C. Ceci force donc ev((an —bp)x" V4 (a - bl),a) = 0 pour tout « € k. En d’autres
termes

ev(a,x" ' +..+a;,a)=ev(b,x" ' +..+b,a), pourtoutack,

et donc nous obtenons par 'hypothéese d’induction que a; = b;, 1 < i < n. Comme nous avions déja
remarqué que ay = by nous avons donc p = g.
O

Remarque : Nous avons bel et bien utilisé une récurrence forte car nous ne savons pas si les coefficients
a, et by, sont non nuls ou non (par définition de 22, (k)).

Ce dernier résultat peut s’étendre a tout corps k contenant Q. De tels corps sont dits de caractéris-
tique 0. Par contre I’énoncé est faux en toute généralité. En effet, si ’'on considére le corps Z/2Z = {0, 1}
a deux éléments (voir la sous-section 1.4.1), les deux polyndmes distincts abstraits x2+1etx+1dans
%, (Z127) sont tels que

ev()c2 +l,a)=ev(x+1,a), a=0,1.

Le corps Z/2Z est dit de caractéristique 2. En fait, il y a des corps de caractéristique p pour tout nombre
premier p. Ces corps vous serons introduits en MAT 2543.

Lorsque k est de caractéristique 0 on peut donc identifier 22, (k) avec un certain sous-espace des
fonctions & (k, k). Il est donc naturel de définir

Définition 3.3 Une fonction f € & (k,k) est dite polynomial s’il existe un polynome p € 2, (k) pour un
certain n € N tel que
fl@)=ev(p,a), pourtoutack.

A nouveau nous pouvons écrire 'application linéaire (exercice)

?k — Fkk (3.3)

p — ev(p).
En général, I'application (3.3) n’est pas surjective. En effet, plusieurs fonctions sur R ne sont pas
polynomiales. Par exemple, le sinus ou le cosinus qui sont bornés et non-constants ne sont pas polyno-

miaux. Par contre, la Proposition 3.13 démontre que lorsque k est de caractéristique 0 I'application (3.3)
est injective. C’est donc avec le sous-espace image de 'application (3.3) que nous identifierons 22, (k).
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3.6 Lespace de fonctions £ (V, W)
Soit V et W deux k-espaces vectoriels et considérons le sous-ensemble de % (V, W)
L(V,W)={T:V — W|T estlinéaire}.
Proposition 3.14 Le sous-ensemble £ (V, W) est un sous-espace de & (V, W).

Démonstration. Soit S, T : V — W deux applications linéaires et 1 € k. Les applications

S+T:V — W
v — SWw+T()

et AT : V — W définit par (AT)(v) = A(T(v)) sont linéaires. En effet

S+ (u+v) S(u+v)+ T(u+v), pardéfinition
= [SW+SWI+I[Tw)+T(v)], parlinéarité
= [SW+TW]+I[S(v)+T(v)], parlacommutativité de 'addition dans W

= S$+DWw+S+1)(v).

Deméme,ona AT)(u+v)=AMTw+v))=AMT W)+ TW) =A(T(w) +A(T(v)=AT)(w) + (AT)(v).

Deux cas importants surgissent immédiatement :
Casl:V=W.

Dans ce cas on notera Z (V) = £L(V,V).Si S, T € £ (V) alors, par la Proposition 3.8, So T € Z(V) et
ToSeZ(V).Deplus

Proposition 3.15 SoitR,S, T € £ (V). Nous avons alors
Ro(§S+T)=(RoS)+(RoT) et (S+T)oR=(SoR)+(ToR),
cest-a-dire, le triplet (£ (V), +,0) est un anneau (voir la remarque a la fin de la section a propos des corps).

Démonstration. L'application identité idy : V — V, idy (v) = v, agit comme élément neutre de la com-
position o. Finalement, si v € V alors

(Ro(S+1)(v) R(S+T)(v)
= RS +TW)
= R(SW)+R(T(W)

= (RoS§)(V) +(RoT)(v).

Il en va de méme pour la deuxieme identité, d’ou1 le résultat.

Cas2: W=k
Dans ce cas on notera V¥ = £ (V,k). On appelle cet espace l'espace dual de V. Par exemple, les

applications projections sur le i®ME facteur 7; : k" — k, n;(ay, ..., ai, ..., a,) = a;, sont des éléments de
&™MV.
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Proposition 3.16 Soient V et W deux k-espaces vectoriels. Supposons que V soit finiment engendré et
que B = {v1,..., vy} soit une base de V. Lapplication

vy LWV,W) — MW"
T — (T, T(2),..., T(vy)

est alors un isomorphisme. De plus, si W est finiment engendré alors
dim]k $(V, W) = dimk V- dim]k Ww.

Démonstration. Nous laissons en exercice de démontrer la linéarité de y. Soient wy, wo, ..., w, € W. A
l'aide des projections ;, 1 < i < n, et de 'isomorphisme des coordonnées (3.2) de la Proposition 3.11 on
peut donc définir 'application linéaire

TV — W (3.4)

v o= mg @)w + G ) ws + ..+ 7, (G () wy

Lapplication T posséde la propriété T(v;) = w;, 1 < i < n. Ceci implique WEV(T) = (wq,..., Wy), c'est-

a-dire, 1//2’ est surjective. Si wZV(T) = (0,...,0) alors T(v;) =0,1<i<n. SiveValors v = Z?zl a;v;

pour certains a; € k. Mais dés lors, T(v) = X1, @; T (v;) = 0, C'est-a-dire, T = 0 et donc kerwgv = {0}. On
conclut que 1//;" est un isomorphisme. Si W est finiment engendré alors la formule

dim]k $(V, W) = dimk V- dim]k w

est une conséquence directe du Corollaire 3.10.

Corollaire 3.17 SiV est finiment engendré alors V= V'V,

Démonstration. Comme dimy k = 1, par le Théoréme 3.12 le résultat s’en suit car dimy V = dimy VV.
O
1 —

Exercice : Soit 8 = {vy, ..., v} une base de V. Montrez que les éléments 7 o KIE .y TT5 O Kﬁl forment une

base de VY. On remarque que (7; °K,§1)(”f) =6;joud;;=1etd;; =0sii# j. On appelle le symbole
6,-]- le delta de Kronecker. On note v;‘ =m;o k7', 1<i<n, eton appelle {vf,..., vy} la base duale ala base
{vi,..., vyt de V.

La démonstration de la Proposition 3.16 suggere le résultat suivant.

Proposition 3.18 Soient V et W deux k-espaces vectoriels. Supposons V finiment engendré, {v1,..., vy}
unebasedeV et{wy, ..., w,} un simple sous-ensemble de W . Il existe alors une unique application linéaire
T:V—WtellequeT(v;))=w;, 1<i<n.

Démonstration. La recette (3.4) de la Proposition 3.16 démontre |'existence d’'une telle application. Sup-
posons qu’il existe une seconde application T’ : V — W telle que T'(v;) = w;, 1 < i < n. Ceci implique
0=Tw)-T'(v;) =(T-T")(vy),1 < i< n,cest-a-dire, v; e ker(T—T'),1 < i < n. Mais {v, ..., v,,} engendre
V etdonc V =ker(T — T"), c’est-a-dire, T — T' = 0. On conclut que T = T".

a
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3.7 Représentation matricielle

Reprenons I'application 1//};" de la Proposition 3.16, c’est-a-dire,

vy LWW) — MW"
T — (T(Ul)y T(UZ)»---yT(Un))»

ol B ={vy, 2,..., vy} estune base de V. Supposons que W soit finiment engendré et a = {w;, wo, ..., Wy}
une base de celui-ci. On obtient un nouvel isomorphisme (pourquoi ?)

V5 LVW) — Muxm(k)
T — & (T, (T(W2),... k5 (T(wp))),

ol Kk est 'isomorphisme des coordonnées (3.2) de la Proposition 3.11 appliqué a W. On se rappellera
que 'on a un isomorphisme naturel appelé l'application transposée

'O :Mpxm®  — Mpxn k)
A —~ 1A
ot les colonnes de A sont les lignes de A. En composant ces deux isomorphismes on obtient un troi-
sieme isomorphisme
T ~ t[llA/g(T)]

qui possede la propriété suivante :

Théoréeme 3.19 SoientT:V — W et S: W — Z deux transformations linéaires entre k-espaces vectoriels
finiment engendrés. Alors
Fp(SoT) =g(S) - Fg(T),

oit le produit de droite est le produit matricielle classique et B, « ety sont des bases ordonnées de V, W et
Z respectivement.

Remarque : Il est important de se rappeler que ces isomorphismes dépendent des choix des bases pour
V, W et Z respectivement. En particulier, la base choisie pour W dans le cas de T et celle choisie dans
le cas de S doit étre la-méme! De plus, il est implicite dans la notation utilisée qu’on parle bien ici de
bases “ordonnées”.

Notation : Soient T': V — W une transformation linéaire entre k-espaces vectoriels finiment engendrés.
Soit B et @ des bases ordonnées de V et W respectivement. On notera

[T15 =55 (T).
En particulier, le Théoréme 3.19 s’écrit maintenant

Y _ Y o
[So T1, = [SI4 - [T15,
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ol y est une base de Z.

Démonstration. Soit § = {v1,..., v}, @ = {wy, ..., wp} ety = {z1,...,, zp} des bases de V, W et Z respective-
ment. D'une part, ils existent agj ek pourl<k<metl<j<n,etbjekpourl<i<petl<k<m
tels que

m
Twj)=) axjwr, l<j<n
k=1

et »
S(wy) = Z birzi, l1<k<m.

i=1

Nous avons donc [T]g = (ak;) et [S]Zr = (b;x). On se rappelle que le produit matricielle nous donne

m
[SIL-[T1f = (Z b,-kakj) l<ispl<j<n.
k=1
D’autre part, nous avons

m
S(T(wy) = S(Zakjwk), l<j<n
k=1

m
= ) axjS(wyg)
k=1

I}
Mz

p
agj (Z bikzi), l<j=sm
i=1

T
L

[
Mz
M=

(bikakj)zi

b
1l
—_

bikakj)ziy

Il
—_

I
M~
Ms L

T
)

m

[SoT]gz( bikakj), l<sispl<js<n.

k=1
O
Soit v € V. La notation [v]ﬁ désignera le vecteur colonne composé des coordonnées du vecteur v

dans la base ordonnée 8. On a donc

Proposition 3.20 Soient T : V — W une transformation linéaire entre k-espaces vectoriels finiment en-
gendrés. Soit B et a des bases ordonnées de V et W respectivement. Alors pour tout v € V nous avons

[TW)* = [T15- (0]

Démonstration. La démonstration est essentiellement la-méme que celle du Théoréme 3.19. Soit § =
{v1,.., v} et @ = {wy,..., Wy} des bases ordonnées de V et W respectivement. D'une part, ils existent
bjeketa;jek pourl<si<metl<j<n,ettelsque

n
V= Z Iokvk
k=1
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et
m
T(Vj)zzaijwi’ ISan.
i=1

Nous avons donc [v]ﬁ =i(by, by,...,by) et [T]g = (a;j). On se rappelle que le produit matricielle nous

donne
n

(715 - (v]? =( aixby
k=1

, 1<i<sm.

D’autre part, nous avons

n n
T(v) = T(Zbkvk): by T (vy)
k=1 k=1

1 i=1

tel

m n
= (Z aikbk) wi,

i=1\k=1

n
dou [T(W]% = (Z aixby |, pour1 <i < m.

k=1

d

Exemple : Soit Idy : V — V la transformation linéaire identité, c’est-a-dire, Idy (v) = v, pour tout ve V.
Si B = {v1,..., vy} est une base ordonnée de V alors

1 0

0 1 0
dyl} = :

0 0 :

0 0 1

c’est-a-dire, la matrice identité 1€ M., (k). Si a est une seconde base ordonnée de V alors que repré-
sentent les matrices [IdV]g et [IdV]g ? Et bien par la Proposition 3.20, nous avons pour v € V

(w1 = Udy())P = [dy1h - [v)°,
c’est-a-dire, les matrices [I dv]g et [[ dv]g correspondent exactement aux matrices de changement de

base.
Proposition 3.21 Les matrices de changement de base sont inversibles.

Démonstration. On se rappelle qu'une matrice A € M« (k) est inversible s’il existe une matrice B €
M, < (k) telle que
AB=BA=1.

Soit [1 dv]g une matrice de changement de base. Alors par le Théoréme 3.19 nous avons

[dv)}-Udyl = [IdyoIdy]§ =Idylg =1 et [Idyly-[Idy]§=Idy]}=1.
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On conclut que [1 dv]% est inversible.
O

Proposition 3.22 Soit T: V — W une application linéaire entre k-espaces vectoriels finiment engendrés.
Soient B et B, deux bases ordonnées de V et a; et a» deux bases ordonnées de W. Alors il existent deux
matrices inversibles M € My, (k) et N € M« (K) telles que

[T]gl1 =M-[T]z - N,

a2
B2
oum=dimW etn=dimV.

Démonstration. On pose M = [I dw]g; et N=[I dv]g? et le résultat s’en suit par le Théoreme 3.19 et par

I'associativité de la composition de fonction ainsi que celle du produit matricielle.
O






CHAPITRE

PRODUIT SCALAIRE ET ESPACES EUCLIDIENS

4.1 Formes bilinéaires et dualité
Soit V et W deux k-espaces vectoriels.
Définition 4.1 Une forme bilinéaire est une application
B:VxW-—k
telle que
e Blav+bu, w)=af(v,w)+bB(u, w) pour toutv,ue V,we Weta,bek;

e B(v,aw + bw) = af(v, w) + bB(v,w) pour toutveV,w,we Weta,bek.

En d’autres mots, une forme bilinéaire est une application linéaire en ses deux variables. Si I'on fixe
un vecteur v, € V alors on peut définir une application linéaire

Dy,:W — k

w —  Pe,w).

On peut faire de méme a gauche en fixant un vecteur w, € W. On obtient une application linéaire G, :
V — k définie par G, (v) = B(v, w,). On s’aperc¢oit immédiatement que

Dy, e W' et Gy eV".

Comme D,, et G, sont tous deux linéaires nous avons donc (v,0) = (0, w) =0 pour tout v € V et
pour tout w e W.

Définition 4.2 Une forme bilinéaire est dite non dégénérée

37
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1. siB(v,w) =0 pourtoutveV alorsw=0;et
2. siB(v, w) =0 pour tout w e W alors v =0.

Exemple 1 : Le produit scalaire sur R”.

On se rappellera que le produit scalaire est défini par
G iRP xR — R

n
wv) — (wvy=)Y ab;,
i=1

ol u=(ay,ay,.. a,) etv=(by,by,.., by). Onlaisse au lecteur le soin de démontrer que le produit scalaire
est bien bilinéaire. Par contre, supposons que {u, v) = 0 pour tout u € R". En particulier, nous devons
avoir Y1, blz. = (v,v) = 0. Comme nous travaillons sur R, chaque bf = 0. On déduit donc que chaque
blg =0, c'est-a-dire, b; =0 pour tout i = 1,..., n et donc v = 0. Le méme raisonnement peut étre appliqué
a gauche. On conclut que le produit scalaire est une forme bilinéaire non dégénérée.

Exemple 2 : Le produit de dualité.

Soit V un k-espace vectoriel finiment engendré. Considérons I'application

By VxVV — k
wf) — Bvwf)=fw).

A nouveau on laisse le lecteur se convaincre que %y est bien bilinéaire. Par contre, si By (v, f) =
f() =0 pour tout v € V alors par la définition d'une fonction, f est donc la fonction nulle sur V (a
ce point-ci V n’a pas a étre finiment engendré). De plus, si By (v, f) = f(v) = 0 pour tout f € VV alors
nécessairement v = 0. Sinon, comme V est finiment engendré, on peut donc compléter {v} en une base
{v,Up,...,u,} de V. Dans ce cas 'application 7, ok ™! (voir la recette (3.4) de la Proposition 3.16) est un
élément de V'V tel que By (v, o x H=m& ) =1ce qui contredit '’hypothése initiale. On conclut
que le produit de dualité %y est une forme bilinéaire non dégénérée.

4.2 Représentation de Riesz en dimension finie

Théoréeme 4.1 (Représentation de Riesz) Soit  une forme bilinéaire non dégénérée entre deuxk-espaces
vectoriels finiment engendrés V et W. Lapplication

Qg: W — VvV (4.1)

w — Gy

est un isomorphisme, oit Gy, (v) = B(v, w). Il en va de méme dans le cas V= WV mais cette fois en utilisant
QpetD,.

Démonstration. Le lecteur peut facilement se convaincre que Qg est linéaire. Si Qg (w;) = Qg(w-2) alors
G, = Gy, etde facon équivalente G, (v) = Gy, (v) pour tout v € V. Mais des lors

B(v,wy) = B(v,w2) pourtoutve V.

La linéarité de B en sa deuxiéme variable implique donc que B(v, w; — w2) = 0 pour tout v € V. On
conclut a I'aide de la non dégénérescence de 8 que w; = w», c’est-a-dire que Qg est injective. Comme
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W=ImQg < VY, onadonc dimW < dimVV. On peut refaire tout ce raisonnement a droite et obtenir
dimV <dim WV. Par le Corollaire 3.17, on a

dimVY =dimV <dimW'Y =dimW <dimV",

et donc dim W = dim VV. Finalement, comme W = ImQg < V", on doit avoir InQg = VV, c’est-a-dire
Q¢ est un isomorphisme.
O

Exemple : Le Théoreme 4.1 appliqué au produit de dualité %y démontre en général que I'application
linéaire
Qp:V — VY (4.2)

v g DU)

ouD,(g) = g(v), g€ VY, est toujours injective car By est toujours non dégénérée a gauche. Sil’on ajoute
la condition que V soit finiment engendré alors Qp est un isomorphisme entre V' et son double-dual
VYV qui est canonique, c’est-a-dire, que nous n’avons pas eu a fixer de base pour V afin de construire
Qp. Ce n'est pas le cas pour I'isomorphisme V = VY donné par le Corollaire 3.17 et le Théoréme 3.12.

Une conséquence directe du Théoréme 4.1 ainsi que du Corollaire 3.17 est que

Corollaire 4.2 Si B est une forme bilinéaire non dégénérée entre deux k-espaces vectoriels finiment en-
gendrés V et W alors
dimV =dimW.

On peut donc définir de fagon naturelle
Définition 4.3 Deux k-espaces vectoriels finiment engendrés V et W sont dits duaux par rapport a une

forme bilinéaire 5: V x W — Kk si  est non dégénérée.

4.3 Ladjointe et sa représentation matricielle

Théoreme 4.3 Soient (Vy, W) une paire duale par rapport a une forme bilinéaire 5, . Soit o : Vo x W, — k
une seconde forme bilinéaire (pas nécessairement non dégénérée) et soit T € £ (V1, V»). Alors il existe une
unique transformation linéaire T* € £ (W>, W)) telle que

B1(v, T* (W) = B2(T(v), w)
pourtoutv eV, et we W.

Démonstration. Soit w € W,. Comme T est linéaire, 'application v — B (T(v), w) est un élément de VIV.
En utilisant I'isomorphisme (4.1) du Théoréme 4.1, il existe un unique w; € Wj tel que

B1(v, w1) = Gy, (v) = Bo(T'(v), w).
On pose alors T*(w) = wy. Soit v € V4, w, w' € W5 et a, b € k. Nous avons alors

B1(, T (aw + bw")

B2(T(v),aw + bw'), par définition de T*

= af(T(W), w)+bPa(T(), w",

= aBfi(v, T*(w) +bB (v, T* (W), pardéfinitionde T*
= Biw,aT*(w)+bT"(W").
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Etant donné que f; est non dégénérée, on conclut que T*(aw + bw') = aT*(w) + bT*(w'), c’est-a-dire,
T* € L (W, Wy). S'il existe une seconde application linéaire T" € £ (W,, W) telle que B1 (v, T" (w)) =
B2(T (v), w) alors la non dégénérescence de $; implique que T* = T” car nous avons

B1(v, T"(w)) = B1 (v, T (W)

pour tout v € V;.
O

Définition 4.4 On appelle T* l'adjoint de 'application T (par rapport aux formes bilinéaires 3, et 32).
On suppose que V;, Vo, Wi et W, finiment engendrés. Alors

Proposition 4.4 Soient (V1, Wy) et (Vo, Wa) deux paires duales par rapport aux formes bilinéaires B et B,
respectivement. Soit T € £ (V1, Vo). Alors il existent a, B, y etn des bases ordonnées de Vy, Vo, Wy et W,
respectivement telles que

(71} = {(T1h).

Démonstration. Soit @ = {v1,...,, v} une base de V; et considérons la base duale {v}, ..., v;} de Vl". Par
I'isomorphisme (4.1) du Theorem 4.1, pour chaque v} il existe un unique w; € W, tel que

En particulier, y = {w;, .,,, w,} est une base de W (pourquoi?). De plus, les bases a et y sont duales par
rapport a f;, c'est-a-dire,
B1(vi, wj) = b;.

De méme, on peut construire une paire de bases duales § = {u,..., u;} et n = {x1,..., X} de Vo et Wh
respectivement par rapport a 82, c’est-a-dire,

Bo(uj, x;) = 6;j.
Soit mﬁ = (a;j) € Mmxn(k) et S € £ (W, W1) I'application linéaire correspondant a la matrice (b;;) ot
bj; = a;; par rapport aux bases ) et y de W» et W respectivement. D’une part, on a

m
Ba(T(W)), xi) = Y arjB2(ug, x;) = ajj.
k=1

D’autre part, on a
n
Br(vj,S(x)) = Y biiP1(vj, wi) = bj; = ajj.
k=1

Par la construction de T*, on a
B1(vj, T*(x;)) = B2(T(v)), x:) = P1 (v}, S(x7)).
Comme f; est non-dégénérée, on a T (x;) = S(x;) pour tous les éléments de la base 1. On conclut que

T =S8.
O
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4.4 Le cas du produit de dualité
Soient V et W deux k-espaces vectoriels finiment engendrés et T € £ (V, W). Par le Théoréme 4.3,
T posséde un adjoint T* par rapport aux deux produits de dualité By et By, c’est-a-dire, il existe une
unique application T* € L(WV, V") telle que
(T*(g)(v) = By (v, T*(g)) = Bw (T (v),8) = g(T(v)),

pour tout v € V et g€ WV, On conclut que

WY — vV 4.3)
g§ — §goT.

Remarque : Dans ce contexte, 'application (4.3) est souvent appelée la transposée de T et est notée T".

Théoréme 4.5 LisomorphismeQp (4.2) est naturel, c’est-a-dire, pour tout Vet W desk-espaces vectoriels
finiment engendrés et T € £(V, W), le diagramme suivant

commute. En d’autres mots, pour tout ve V ona TV (Q} () = QY (T(v)).

Démonstration. Tout est en place pour une simple vérification de cette derniere équation. En effet, soit
¢ e WV, Alors

™QLWP) = QpW)oTY)(¢p) =Q)(w)(TV($), par définition de la transposée (4.3)
= %By,TV($), pardéfinition de Qg
= Bw(T(v),¢), parlarelation de dualité (Théoreme 4.3)
= QN(T()(¢), pardéfinition de Q}).

Etant donné que ¢ est arbitraire, le résultat suit.

Corollaire 4.6 Lapplication

LWV,WwW) — LV, wv)
T — TVV

est linéaire.
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Démonstration. Soient p € VVV, §,T € L(V,W) et a, b € k. Comme Qg est un isomorphisme, il existe
un unique v € V tel que Q‘[/,(v) = ¢. Alors par le Théoréme 4.5 nous avons

@S+bD"V(p) = (aS+bD)"V(Q)W),
= QN ((aS+bT)(v)),
= aQl(S() +bQY (T(v), parlalinéarité de Q}y
= aS"( Q) +bTVV(Qf (1)
= aS"V(p)+bT"V(¢).

On conclut que (aS+ bT)VY = aS"VV + bTVV.

4.5 Lesous-espace orthogonal

Définition 4.5 Soit (V, W) une paire duale par rapport a une forme bilinéaire B et Vi et Wy deux sous-
espaces de V et W respectivement. L'orthogonal VlL de Vy (par rapport a B) est le sous-espace de W tel
que

Vll ={we W|B(v,w) =0 pour tout v e V1}.

De méme,
Wll ={v e V|B(v,w) =0 pour tout w € Wi }.

Remarque : On demande que la forme bilinéaire soit non dégénérée afin de garantir que V+ = {0} = W+,

Exercice : Montrez que VIJ- et WIJ- sont effectivement des sous-espaces de W et V respectivement.

Proposition 4.7 Soit (V, W) une paire duale par rapport a une forme bilinéaire 3 et soit U un sous-espace
de V. Alors

1. dimU + dimU* =dim V ;
2. (UHt=U.
Démonstration. Soit {x,..., x;} une base de U que 'on compléte en une base {xi, ..., Xk, Xk+1,..., Xn} de

V. En utilisant I'isomorphisme (4.1) du Théoréme 4.1, on peut choisir {wy, ..., wp} =« W tel que Gy, = x7,
ol {xik ,.., X5} estla base duale de VV correspondant a la base de V fixée. Comme I'application linéaire

Qg
<WLy ey Wy >—= W S VV
est surjective alors dim < wp, ..., w, >= n, c’est-a-dire, {w;, ..., wy} est une base de W (lorsque  est non

dégénérée dimV = dim W). Si u € U alors ils existent a7, ..., ai € k tels que u = a; x; +... + @ xg. De plus,
pour j € {k+1,..., n}, nous avons

k
Blu, wj) = G, (W) = x} (1) = Zlaix; (x;) =0,
i=
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On conclut que < Wi41,..., w, >cU+. Siwe U+ alors ils existent Y1,-»Yn €k telsque w =y w; +...+
YnWwy. Mais lorsque i € {1, ..., k} nous avons

n n
0=px;,w) =) viBxi,wj) =Y y;xj(x)=7i,
j=1 j=1

c'est-a-dire, w €< Wy1,..., Wy >, d'olt le premier énoncé. Pour le second énoncé, par définition U <
(UYL, Il est a noter que le premier énoncé est vérifié dans le cas symétrique oi1 S serait un sous-espace
de W. Donc comme

dimUt + dim(UY)* = dimW = dimV = dimU + dimU*,

on conclut que dim U = dim(U1)*, c’est-a-dire, U = (U)*.
O

Remarque : Il est 2 noter que U = {0} si et seulement si U = V. En effet, comme {0} = V, on applique
le (2) de la Proposition 4.7. La réciproque est une conséquence de la non dégénérescence de .

4.6 LeThéoréeme durang

Proposition 4.8 Soient (V, Wy) et (Vo, Ws) deux paires duales par rapport aux formes bilinéaires B et B,
respectivement. Soit T € £(V1, V). Alors

kerT*=(mT)* et kerT=(ImT*" .

Démonstration. Si w € W, alors

wekerT* o T*(w)=0,
< B1(v,T*(w)) =0, pourtoutve V;, (non dégénérescence de 1)
<  P2(T(v),w)=0, pourtoutveV;, (par définition de I'adjoint)
< we(Im T)l, par définition de Im 7.

La seconde égalité se démontre de la méme maniere.

a
Corollaire 4.9 Sous les mémes conditions que le résultat précédant on a
1. T estsurjectif < T* est injectif.
2. T estinjectif & T* est surjectif.
Démonstration. Le résultat découle de la remarque suivant la Proposition 4.7.
O

Théoréme 4.10 Soient (Vi, W) et (Vo, Wa) deux paires duales par rapport aux formes bilinéaires B et 52
respectivement. Soit T € £ (Vy, V»). Alors

rk(T) = 1k (T¥).
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Démonstration. D’'une part nous savons que dim W5 = dimker T* +rk T* (Théroreme 3.3). D’autre part,
par la Proposition 4.7, dimV, = tk T + dim(Im T)*. Comme ker T* = (Im T)* (Proposition 4.8), nous
avons

dimker T* dim(m T)*
dimW, -tk T* = dimV,—-1kT.

Mais la paire (V2, W>) est duale et donc dim W, = dim V5. Le résultat suit immédiatement.

Remarque : Il faut faire bien attention : en général nous n’avons PAS dimker T = dimker T*.

Exercice : Montrez que dimker T = dimker T* si et seulement si dim V; = dim V5.

4.7 Espaces euclidiens

Dans cette section nous fixons les réels R comme corps de référence.

Définition 4.6 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel V munit d'une forme bilinéaire {-,-) : V x
V — R telle que

1. {v,v) =0 pourtoutveV.
2. (v, v) =0 si et seulement si v =0.

3. (u,v) =(v,u) pourtoutu,veV.

Remarques : Une forme bilinéaire qui satisfait a toutes ces conditions est appelée produit scalaire. De
plus, si dim V' < oo alors on dira que (V, (-, -)) est un espace euclidien. Finalement un produit scalaire est
toujours non dégénéré. En effet, si (i, v) = 0 pour tout v € V alors (u, u) = 0 ce qui implique que u =0
par la condition (2). De plus, par la condition (3) on a le méme raisonnement a droite.

Définition 4.7 Soit V un espace préhilbertien. La fonction

I-1:v - R

v o— lvl=Vv

est ditela norme (ou la longueur) deveV.
On définit la distance entre deux vecteurs u, v e V par |[u—v|.

Proposition 4.11 Soit V un espace préhilbertien. Nous avons
1. |lvll =0, pour tout ve V. De plus, ||v|l = 0 si et seulement si v =0.

2. llavl =lal-lvll, pourtoutveV eta eR.
1
3. (u,v)y= 4_1{” u+ vII2 —lu—- vllz}, pour tout u, v € V (Polarization).

4. Nlu+v|?+u—-vl?=2|ull®+2|v|? pour tout u,v e V (Parallélogramme).



4.7. ESPACES EUCLIDIENS 45

Démonstration. Le (1) découle directement de la définition du produit scalaire. Pour le (2),ona ||av 12 =
(av,av) = a®(v, v). En se rappelant que v a? = |a/, le résultat suit. Pour les (3) et (4) considérons

||u+v||2 = (u+v,u+v)y={u,u+v)y+{v,u+v)
= (u,w) +{u, vy +{v,u) +{v, V)
2 2
= ull®+2¢u, v) +v|°.
Si 'on remplace v par —v dans la derniére expression on obtient ||u— v| = || ull?2 + |vl? = 2¢u, v). Des

lors le (3) est obtenu en soustrayant les deux derniéres expressions. Tandis que le (4) est obtenu en les
additionnant.

O
Théoréme 4.12 Soit V un espace préhilbertien. Nous avons
Ku, )| < llull-lvl,
pour tout u, v € V. De plus, I'égalité |(u, v)| = |ull-llv|l est vérifiée si et seulement si u et v sont linéairement

dépendants.

Remarque : On appelle cette inégalité, l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration. Si # = 0 ou v = 0 alors I'inégalité est vérifiée. Supposons u, v # 0 et considérons les
vecteurs unitaires

x= ! u et y= L v
llzell ol

Nous pouvons donc écrire (u, v) = ||ull - || - (x, y). Si [{x, y)| < 1 alors le résultat s’en suit. En effet

1 2 2 L
[{x, ¥ Z{I|x+y|| —llx=yll“}|, (Polarization),

IA

1
A_L{HX + y||2 +||x— yllz}, propriété de la valeur absolue dans R,

1
= Z{2||x||2+2||y||2}:1, (Parallélogramme).

De plus, si u et v sont linéairement dépendants alors sans perte de généralité on peut supposer que
u = av pour une certain a € R; et donc

2
Ku, v)| = Kav, v)| = lal-vI®=lal-[vl-lvl = lul-lvi.

Réciproquement si |[{u, v)| = ||ull - | v]| alors deux cas se présentent : (1) si u =0 ou v =0 alors u et v sont
évidemment linéairement dépendants; (2) si u, v # 0 alors |{x, y)| = 1 ou de fagon équivalente (x, y) =
+1.

(@) Si{x,y)=1alors||x—yl>=llx|?>+yl?>-2¢x,y) =1+1-2=0.
(b) Si(x,y)=—1alors ||x+ylI> = [|x> +lyI*> +2(x,y) =1+1-2=0.

1 1 1 1

Dans le cas (a), ﬂ ‘uU- ﬂ -v=x-y=0;danslecas (b), m ‘u+ ﬂ -v=Xx+y =0, c’est-a-dire, dans
u v u v

les deux cas u et v sont linéairement dépendants.

d
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Corollaire 4.13 Soit V un espace préhilbertien. Nous avons
lw+ vl < llul+lvl,
pour toutu,ve V.

Remarque : Cette inégalité est appelée ['inégalité du triangle.
Démonstration. Nous avons

2 2
el +lvl” +2¢u, v),

2 2
el + 1vl” +2Ku, v,

2
lu+ vl

IA

lul?+ |l vI? +2]ull-llvl, par Cauchy-Schwarz,
(lul + i,

4.8 Les bases orthonormées : procédé de Gram-Schimdt

Définition 4.8 Soit V un espace préhilbertien. On dit que deux vecteurs u,v € V sont orthogonaux si
{(u,v) =0. Dans ce cas on écrit ulv.

Proposition 4.14 Soit V un espace préhilbertien. Si dans une famille {x,} c V les vecteurs sont orthogo-
naux deux-a-deux et non nuls alors cette famille est linéairement indépendante.

Démonstration. Supposons qu’ils existent des nombres réels f1, ..., B, tels que y = B1xq, +...+BnXq, = 0.
Alors

n n
0=y, Xa;) = <Z ,Bixa,-»xaj> =Y BilXa; Xa,;) = BjllXa; 11
i=1 i=1

ce qui force f; = 0 car || xq, 2 # 0. Ceci étant vérifié pour tout j € {1,...,n} on conclut que la famille est

linéairement indépendante.
O

Proposition 4.15 Soit V un espace préhilbertien et U c V un sous-espace finiment engendré. Alors
V=Ues U~

Démonstration. On insiste sur le fait que la dimension de V peut étre quelconque. D’une part, come U
et UL sont des sous-espaces, nous avons {0} c U N Ut et U+ UL c V. Dautre partsixe Un U+ alors
x1x, c’est-a-dire, x = 0; et donc {0} = Un U~L. On remarque que la restriction du produit scalaire de
V a U fait de U un espace euclidien. Soit v € V et considérons I'application linéaire G,(-) = (-, v). La
restriction G|y de G, a 'espace euclidien U nous permet de choisir un unique u € U (Théoréme 4.1)
tel que

Gyly(y) =(y,u), pourtoutyeU.

Et donc nous avons (y, v) = (y, u) pour tout y € U, c’est-a-dire, v —u € U~. On conclut que V=U+ U+,
d’ou le résultat.
O

Ce dernier résultat nous permet de définir
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Définition 4.9 Soit V un espace préhilbertien et U c V un sous-espace finiment engendré. On dit que U+
est le supplémentaire orthogonal de U.

Une ré-écriture de la Proposition 4.7 s’énonce comme suit :

Proposition 4.16 Soit V un espace euclidien et U c V un sous-espace. Alors
1. dimU + dimU+t =dimV;
2. (UHt=uU.

Une propriété intéressante des espaces euclidiens réside dans le fait que I'on peut toujours choisir
une base othonormée, c’est-a-dire, une base {u;, ..., u,} telle que les u; soient othogonaux deux-a-deux
et lu;ll =1.

Théoreme 4.17 Tout espace euclidien posséde une base orthonormée.

Démonstration. On procede par induction sur la dimension de I’espace euclidien. Soit V un espace
euclidien de dimension n. Si n = 1 alors il existe v € V non nul et nécessairement < v >= V. Donc
1

ol v est une base orthonormée de V. Si n > 1 alors soit v € V un vecteur de longueur 1. Alors par la
v

Proposition 4.15 nous avons V =< v > @ < v >*. Par la Proposition 4.16, dim < v >1= n—1 et possede
donc une base orthonormée {v1,..., v,—1} par 'hypothese d’'induction. Par construction {vy,..., v4_1, v}
estune famille orthogonale. Par la Proposition 4.14, elle est donc linéairement indépendante. On conclut
que {vy, ..., vy_1, U} est une base orthonormée de V.

L

a

Ce dernier résultat, bien qu’il garantisse I'existence d'une base orthonormée, ne nous donne pas de
procédé de construction d’'une telle base. C’est ici que le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
entre en scene.

Soit V un espace euclidien et U c V un sous-espace. Soit {u,..., u;} une base orthogonale de U.
Complétons cette famille en une base {u;,..., ug, Vg41,..., Un} de V. Cette famille n'est pas en générale
orthogonale. On va construire en premier lieu un vecteur wyy; € U+ en retirant a Uk+1 S€S projections
sur chacun des vecteurs uy, ..., 1. Soient les scalaires suivants

_ {Vk+p 1) _ (Vg1 Uk
(u1, ur) (Ug, Ug)
et considérons wy,1 = Vg+1 — @1 Uy — ... — A Ug. Si i € {1,..., k} alors

(Wiy1, Ui) = W1, Ui) — ai{ug, u;) =0,
c’est-a-dire, wy41 € UL. De plus, Wi, # 0 sinon v, ; dépendrait linéairement de {u;, ..., ux}. On a donc
<ULy ooy Uy Vg1 >=< ULy eesy Uy Wiy 1 >,

c’est-a-dire, {uy, ..., U, Wi} est linéairement indépendant et est une base orthogonale du sous-espace

=< Uy eeey Uy W . On répete donc le processus jusqu’a v, pour enfin obtenir une base ortho-
Ug+1 =< o W1 >. 0 te d 1 a vy fin obt b th
gonale {uy, ..., U, Wis1,..., Wy} de V. Sil'on veut une base orthonormée alors il ne nous reste plus qu’a
diviser chaque membre de cette basse orthogonale par sa norme respective, c’est-a-dire,

1 1 1 1
ULy .eny U, Wislyeen ——Wpno.
el lull ™ lwiell lwnl
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4.9 Espace hermitien

Dans cette section le corps de référence sera C les nombres complexes. Soit V un espace vectoriel.
Définition 4.10 Un produit scalaire (hermitien) est une application
(,):VxV->C

telle que
1. (v,v) 20. De plus, (v,v) =0 si et seulement siv=0;
2. {au+ bv, w) = alu, w) + b{v,w) pour toutu,v,weVeta,beC;et
3. {u,v) = (v, uy, pour tout u,ve V.

Il est naturel de poser la question : pourquoi ne pas utiliser une simple forme bilinéaire ?
Proposition 4.18 Une forme bilinéaire symétrique et définie positive sur C est nulle.

Démonstration. Soit ¢ une telle forme bilinéaire. On a toujours ¢(u, v) = %[(p(u +v,u+v)-du,u) -
¢(v,v)], pour tout u, v € V. Si on montre que ¢(v, v) = 0 pour tout v € V alors le résultat s’en suivra. On
affirme que c’est le cas si ¢p(v, v) = 0 pour tout v € V. En effet, nous avons

0<pliv,iv)=i’Pp(v,v) = —¢p(v,v) <0.

Exemple : Le produit scalaire sur C".
On se rappellera que le produit scalaire est défini par

(,):C"xC" — C
n —
(wv) — (wvy=Y ab;,
i=1
ol u = (ay, ay,...,ap) et v = (by, by, ..., by). On laisse au lecteur le soin de démontrer que le produit sca-
laire est bien linéaire en la premiére variable. Par contre, supposons que {u, v) = 0 pour tout u € C".
En particulier, nous devons avoir Zl'.’zl bib; = (v,v) = 0. Chaque b;b; = 0. On déduit donc que chaque

b,-b_i =0, c’est-a-dire, b; =0 pour tout i = 1,...,,n et donc v = 0. On conclut que le produit scalaire est non
dégénéré.

Définition 4.11 Un espace vectoriel complexe V de dimension fini munit d’'un produit scalaire (hermi-
tien) est appelé espace hermitien.
4.10 Similitudes et différences entre les cas réel et complexe
Linégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée dans le cas complexe. En effet,
Proposition 4.19 Si V est un espace préhilbertien complexe alors
[{u, v)| = lullllvll, pourtoutu,veV.

De plus, I'égalité est vérifiée si et seulement si u et v sont linéairement dépendants.
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u,v
Démonstration. Si (i, v) = 0 alors le résultat est vérifié. Sinon posons A = u et nous avons
Au v |? ul|® Au v v||2
B L N (A I
lzell vl [lzell lull vl vl
u,v
_ 2_2|< )I.
lullvl

On en tire donc I'inégalité. Finalement on compléte la preuve suivant la démonstration du Théoréme
4.12 ol on pose el = (x, yyetc= ¢~ % On déduit le résultat en considérant | cx — y||2.
a

Proposition 4.20 Soit V un espace hermitien. Alors V posséde une base orthonormée.

Démonstration. L'espace V étant de dimension finie, il admet une base {v, ..., v,;}. On applique le pro-
cédé de Gram-Schmidt a cette base et on obtient une base orthonormée.

O
Corollaire 4.21 Soit V un espace hermitien et {v,..., U} une base orthonormée. Si v € V alors
V=AU, V1)V + ... +{V, V) Uy
Démonstration. Ils existent ay, ..., a, € C tels que v = a, vy +... + a, v,. Alors
(W vi) ={@1 V1 + ... + ApVp, Vi) = a1(V1, V) + ... + An{Up, Vi) = a;.
O
Corollaire 4.22 Soit V un espace hermitien et {v, ..., v} une base orthonormée. Si v, w € V alors
n —
(v,w)=Y_ aby,
k=1
ouv=Y7  arvpetw=Yy;  bu.
Démonstration. On a
n n
ww) = (Y axve )y by
k=1 I=1
n o n o
= Y ) arbi(v, vy
k=11=1
n —
= akbk.
k=1
O

Si U c V est un sous-espace alors de la méme fagon que dans le cas réel on définit
Ut= {ve V|{v,u) =0 pour tout u € U}.

Exercice : Montrez que U L est bien un sous-espace de V.
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Proposition 4.23 Soit V un espace hermitien. Si U c V est un sous-espace alors
V=UeU".

En particulier,
1. dimV =dimU + dim U~ et
2. Ut =u.

Démonstration. Il est évident que U n U+ = {0}. De plus, on a nécessairement que U + U+ c V. Soit
{u1,..., ux} une base orthonormée de U. Si v € V alorson a

k k
v=Y (udui+|v=3 (vudu;|.
i=1 =1

4

14

J . V)

~~

eUu eUL

En effet, on a

k
(W= (v, upuj,uj)

i=1

k
(wuj)— Y (v, uiyug, uj)
i=1

wujy— v, ujuj, ujp)
- 0,
d’oi1 le premier résultat. On en tire I'égalité dim V = dim U + dim U*. De plus, comme U c U+ et que

dim Ut + dim U4t = dim V = dim U + dim U+, on déduit que dim UtL =dimU, et donc U = U+,
Od

4.11 Représentation de Riesz: le cas complexe
Théoreme 4.24 (Représentation de Riesz) Soit V un espace hermitien. Lapplication (non linéaire)

Qv — VY

vo— o)
est un isomorphisme de groupes abéliens.

Démonstration. On a bien un homomorphisme de groupe car ¢, v+ u) = (-, v) + (-, u) pour tout v,u € V.

Remarque : Lorsque nous avons montré que T, une application linéaire, est injective si et seulement si
ker T = {0}, nous n’avons utilisé que les propriétés de groupes.
Si Q(v) = 0 alors (u, v) = 0 pour tout u € V. Mais (-,-) est non-dégénérée. On conclut que v = 0, c’est-a-
dire, Q est injective. Il ne nous reste qu’a montrer que Q est surjective. Soit f € V. Si f = 0 alors Q(0) = f.
Sinon dimker f = dim V — 1 (pourquoi?) et dim(ker f)* = 1. Soit b € (ker f)* tel que f(b) = 1 (pourquoi
est-ce possible ?). On affirme que
b
i)+
b2 !
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En effet, on a (u, #) =0 = f(w) pour tout u € ker f. De plus,

b (bb
b——)=—— =1= f(b),
( IIbII2> 1112 J®

c’est-a-dire, que ces deux applications linéaires étant égales sur une base doivent étre égales en générale.
O

Corollaire 4.25 Soit V un espace préhilbertien (complexe) et U c V un sous-espace finiment engendré.
Alors

V=UesU".

Démonstration. C’est la méme démonstration que la Proposition 4.15 ot le Théoréme 4.24 remplace le
Théoreme 4.1.
O

4.12 Ladjointe: 7"

Théoréme 4.26 Soit V un espace hermitien et T € £ (V). Alors il existe une unique application T* €
ZL (V) telle que
(T(), wy ={(v, T* (w)), pourtoutv,weV.

Démonstration. Soit w € V et considérons la forme linéaire v — (T (v), w). Par le Théoreme 4.24, il existe
un unique v’ € V tel que

(v,Vy =(T(v),w), pourtoutveV.

On pose T*(w) = v'. On affirme que T* est linéaire. En effet, si u, w,v € V et a, b € C alors

(v, T* (au+ bw)) (T(v), au+ bw)
= @WTW),uw+b(T{),w)
= @, T W) +b(v, T* (w))

= (v,aT" (w) +bT*(w)).

Finalement on tire la linéarité et 'unicité de I'adjointe de la non-dégénérescence du produit scalaire
(voir la démonstration du Théoreme 4.3).
O

Remarque : Dans ce cas 'adjointe est souvent notée dans la littérature 7.
On a maintenant I’équivalent de Proposition 4.4, c’est-a-dire,

Proposition 4.27 Soit V un espace hermitienet T € £ (V). Si p = {v1,...v,} est une base orthonormée de
V alors

B _ t[(mP
[T ]ﬁ— ([T]ﬁ)-
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Démonstration. Soit [T]g = (aij) € Mpxn(C) et S € £ (V) I'application linéaire correspondant a la ma-
trice (bj;) ou bj; = a;; par rapport ala base . D'une part, on a

m
(T, vi) =Y arj{vy, vi) = aij.
k=1

D’autre part, on a

n n ____ R
(v}, S(wi)) = Y (vj,brivky = ), bri(vj, vi) = bj; = a;j.
k=1 k=1
Par la construction de Tf, ona
W, T' ) =(TW)), vi) = (v}, S(W)).

Comme (,-) est non-dégénéré, on a Tt = S(vy) pour tous les éléments de la base . On conclut que
Tt =3

O
Exercice : Si V est un espace hermitien, 7, T1, T» € Z(V) et a € C alors montrez que

L (aDf=ar’;

2. (+ T =1/ +1);
3. (Mo =T oT];et
4. T =T.



CHAPITRE

VALEURS ET VECTEURS PROPRES

5.1 Définitions et propriétés élémentaires
Soit V un k-espace vectoriel et T € Z (V).
Définition 5.1 Un scalaire A € k est une valeur propre de T s'il existe un vecteur non nulv € 'V tel que
Tw)=Av.
Dans ce cas on dit que v est un vecteur propre associé a la valeur propre .
Proposition 5.1 Un scalaire A € k est une valeur propre de T si et seulement siker(T — AlIdy) # {0}.

Corollaire 5.2 SidimV < oo alors l'application linéaire T n'est pas inversible si et seulement si 0 est une
valeur proprede T.

Démonstration. Lorsque dim V' < co vérifier I'injectivité d'une application linéaire T € £ (V) est équi-

valent a vérifier la surjectivité de celle-ci par le Théoréme 3.3.
O

Exemple : Soit A € M), (k) et considérons I'applications linéaire

TAan — ]kn
X - AX,

ol X désigne un vecteur colonne. Si A € k est une valeur propre de T4 alors trouver les vecteurs propres
associés est équivalent a solutionner le systéme homogene

(Tao—Aldgn) X =(A-A-1,)X =0,

ou 1, est la matrice identité n x n.

53
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Proposition 5.3 Soit V un k-espace vectoriel finiment engendré et 3 une base de V. Soit T € £ (V) et
A= [T]g. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. A ek est une valeur proprede T.

2. Le systeme homogene (A— 1 -1,) X = 0 admet une solution non triviale.

3. A ek est une racine du polynéme caractéristique p(x) = det[A—x-T,].

Démonstration. Supposons A une valeur propre de T avec v € V un vecteur propre associé. Alors posons
X= [v]ﬁ et considérons
AX = [Thwf
= (TP
= v’
= Alv]P carliso. des coord. est linéaire (3.2)
A-X.

Réciproquement, soit X une solution non triviale du systeme homogene (A—1-1,)X = 0 et posons
v=xg(X) € V. On affirme que v est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A. En effet,

T(v) xp((T()]P)

= xp(TIRP)
= xp(AX)

= xp(1-X)

= A-xpX)
A-v.

Nous repoussons au chapitre 6, la démonstration du fait : A € M, (k) est inversible si et seulement si
det A #0.

O
-3 -2
2 2
cherche pour quels A € R la matrice A— A- 1T, n'est pas inversible ou de facon équivalente n’est pas de
rang maximal. On procede a I'aide de I'algorithme de réduction de Gauss-Jordan appliqué a la matrice

-3-12 -2
2 2-1 |’

. En d’autres mots on

Exemple : Trouvez les valeurs propres associées a la matrice A = [

1. Oninterchange les lignes (1) et (2) pour obtenir

2-1
-3-1 -2 |
2. Laligne (2) devient (2) + (3 + ) (1), c’est-a-dir 2 2-4
. Laligne evie 3 , Cest-a-dire, | —2+%(3+/1)(2—7L)

Donc rk(A—A-1,) < 2 si et seulement si —2 + %(3 +1)(2—-A) =0, c’est-a-dire, les valeurs propres de A
sont les racines du polynémes

A2+ A-2.

On conclut que les valeurs propres de A sont —2 et 1.
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Théoreme 5.4 Soit V un k-espace vectoriel et T € £ (V). Soient r vecteurs propres vy, ..., v, de T corres-
pondants a r valeurs propres distinctes Ay, ..., Ar. Alors {vy, ..., v} est linéairement indépendant.

Démonstration. On procéde par induction sur r. Si r = 1 alors étant donné que v; # 0, par définition,
{11} est linéairement indépendant. On suppose le résultat vrai pour r — 1. S’ils existent ay, ..., a, € k tels
que

an+..+av, = 0 (5.1)

alors en appliquant Tona 0 = a; T(v1) +... + a,T(v;) = a1 Ay vy + ...+ a, A, vr. Si on soustrait a cette
derniere expression A -fois 'expression (5.1) alors on obtient

0 = ali—-ADPri+aA—ADve+...+ar(Ar— A1) vy
ar(Ap—ADva+...+ar(Ay — A vy,

Par I'hypothese d’'induction, a;(1; —A;) =0, pour tout 2 < i < r. Mais comme A; # A}, pourtout2<i<r,
on conclut que a; = 0 lorsque i > 1. Mais a nouveau, comme v; # 0 car il est vecteur propre de T, la
relation (5.1) force a; = 0. Le résultat s’en suit.

O

5.2 Opérateurs diagonalisables

Définition 5.2 Soit V un espace finiment engendréet T € £ (V). Ondit que T est diagonalisable s’il existe
une base de V formée de vecteurs propresde T

Remarque : La définition se justifie par la remarque suivante : si § = {vy, ..., v} est une base de V com-
posée de vecteurs propres associés au valeurs propres (pas nécessairement distinctes) 11,...,4, alors

MO .0
0 A .. 0

b _
[T]ﬁ_ . . .
0 0 .. Ay

c’est-a-dire, une matrice diagonale.

Deux types d’obstructions a la diagonalisation d’'une matrice surviennent :

0 -1 -1 -1
1 0 1 -2
dans I'exemple précédent, on obtient que les valeurs propres sont les racines du polynome A2 + 1.
Malheureusement sur R, ce polynéme n’a pas de racine et n'est donc pas diagonalisable sur ce
corps. Si on passe aux nombres complexes alors les valeurs propres sont +i avec vecteurs propres

1. Considérons la matrice et calculons le rang de

]. Si on procéde comme

associés (i,1) et (—i,1). La matrice diagonale correspondante est . En conclusion, si on

i
0 —i
travaille sur un corps k algébriquement clos, c’est-a-dire, pour lequel tout polyndme non constant
a coefficients dans k admet une racine, alors cette obstruction est levée.
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1 . 1 1-4 1
2. Considérons la matrice 1 ] et calculons le rang de 0 1-1 | On conclut que A est
. . . . 0 1 ,
une valeur propre si et seulement si A = 1. Dans ce cas le systéme homogene 0 0 X =0n'ad-

met qu'une solution linéairement indépendante, c’est-a-dire, (1,0). Il n’y a donc pas suffisament
de vecteur propre pour composer une base. C’est une obstruction qui ne peut pas étre levée. On
conclut que certaines matrices ne pourront pas étre diagonalisées.

Définition 5.3 Soit V unk-espace vectoriel finiment engendré et T € £ (V). Lensemble
o(T) = {A €kl A est une valeur propre de T}
est appelé le spectre de l'opérateur T .

Proposition 5.5 SoitV unk-espace vectoriel finiment engendréet T € £ (V). Sik est algébriquement clos
alorso(T) £ @.

Démonstration. Par la propriété de k, le polyndme caractéristique posséde toujours une racine. Le ré-
sultat s’en suit par la Proposition 5.3.
O

Proposition 5.6 Soit V unk-espace vectoriel finiment engendré et T € £ (V). Alors
lo(T)| <dim V.
Démonstration. Par définition du polyndme caractéristique, le degré de celui-ci est égal a dim V. Par la

Proposition 5.3, |o(T)| =dim V.
O

Proposition 5.7 Soit V unk-espace vectoriel finiment engendréet T € £ (V). Si T est diagonalisable alors

V= @ ker(T-Aldy).
Aeo(T)

Démonstration. Soit {A1,..., A} = o(T) et soit {v11, V12, ..., V1iys V215 -e-V2ip) oes Ukl -0 Vki, ) UNE base de V
composée de vecteurs propres de T telle que

wjr,...,vji;} cker(T - AjIdy), 1=<j<k.

On affirme que < vy, ..., Vji; >= ker(T — AjIdy), pour tout 1 < j < k. Sinon il existe v € V tel que
T(v) = Ajv et {vj,..,vji;, v} est linéairement indépendant pour un certain 1 < j < k. En utilisant le
raisonnement utilisé dans la preuve du Théoréeme 5.4, on conclut que

{Vll’ V12y 00y V1415 U215+ V2455 eeey U1y oees Ukikr v}

est linéairement indépendant ce qui est impossible car la cardinalité de cet ensemble est de dim V + 1.
Le résultat s’en suit.
O
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5.3 Polynéme minimal

Soit V un k-espace vectoriel finiment engendré et T € £ (V). Rappelons que la Proposition 3.16
implique que dim £ (V) = n?, ol n = dim V. Donc nécessairement la suite

Idy,T,T?,.,T"

est linéairement dépendante dans £ (V). Rappelons que T* = To...o T et posons T° = Idy. 1l existe
N— —

k-fois
doncun 0 < k < n? tel que

1. Idy,T,... T*¥"! sont linéairement indépendants; et
2. Idy,T,..., T* sont linéairement dépendants.
IIs existent donc des scalaires ay, a1, ..., ai € k non tous nuls tels que

apldy + a1T+...+aka =0.
Définition 5.4 Le polynéme m = ag+ a1 x + ...+ ap x* est appelé un polynéme minimal associé a T.
Exercice : Soit T € £ (V). Soit p, g € (k)
1. Montrezque (x-p)(T)=Top(T)=p(T)oT.
2. Concluez que (p-q)(T) = p(T) o q(T) = q(T) o p(T).

Proposition 5.8 Si p est un polynéme tel que p(T) = 0 alors m divise p, c’est-a-dire, p = gm pour un
certain q € 2 (k).

Démonstration. On applique la division euclidienne (Théoréme C.2) a p et m. Ils existent donc deux
polynomes Q et R tel que p = Qm + R et deg(R) < deg(m). On a donc

R(T) = (p-Qm)(T) = p(T) = Q(T)m(T) = 0.

Mais des lors ils existent by, ..., bj € k, j < deg(m) tels que R = by + b1 x +... + bjxf et donc 0 = R(T) =
boIdy+b1T+...+b; T/ ce qui contredit la nature du choix de k = deg(m) amoins que by = by =...= b; =
0, c’est-a-dire, R =0.

O
Remarque: Si « € k* alors m’ = am est un second polynome minimal de T. La Proposition 5.8 démontre
que tout autre polynéme minimal doit étre de cette forme. De plus, par la construction du polynéme
minimal, le coefficient Adeg(m) doit étre non nul (pourquoi ?). On peut donc diviser le polynéme de la

Définition 5.4 par ce coefficient et obtenir LE polyndme minimal de T'. Celui-ci s’écrit
mr = xk+...+a1x+a0,

pour des uniques ay, a1, ..., ax—1 € k.

Théoreme 5.9 Soit V un k-espace vectoriel finiment engendré non nul. Une application linéaire T est
diagonalisable si et seulement si son polyndome minimal s'écrit

mr=(x—-E&1)(x—E2)...(x—E&g)

avecéq,éa, ... ¢ ek distinctset0 < k<dimV.
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Démonstration. Supposons que T soit diagonalisable. Alors par la Proposition 5.7 on a
V=ker(T-MlIdy)®..seker(T—Aildy),

ol {A1,...,Ax} = 0(T) les k-valeurs propres distinctes de T. Nécessairement on doit avoir 0 < k < dim V.
On affirme que le polynéme p = (x — 11)...(x — Ay) est égal a mr. Si {vy,..., v} est une base de vecteurs
propres de V alors pour tout 1 < i < p, il existe un 1 < j < k tel que v; € ker(T — A Idy) et donc

p(M) () =(T-Aldy)o..o(T=Aj11dy)o(T—Ajiildy)o...o(T—Arldy)o (T - Ajldy)](vi) =0.

Comme p(T) est nul sur une base de V, on doit avoir p(T) = 0. On conclut par la Proposition 5.8 que m7
divise p. Mais il est clair que si on enléve certains facteurs de p alors p(T) # 0. Par exemple, considérons
le polynéme p* = (x — A1)...(x — A1) et v un vecteur propre associé a la valeur propre 1. On a alors

p* (D) (T—AiIdy)o...o(T—Ag-—11dy)(v)

Ak =A1)e. (A = A1)V £ 0.

Ceciimplique que tous les facteurs de p doivent étre des facteurs de my. Comme le coefficient dominant
de p est 1. On doit avoir mr = p.

Réciproquement, supposons que mr = (x —&1)(x — &2)...(x — &), avec &1,¢o, ..., & € k distincts et 0 <
k =dimV.On a certainement

ker(T-¢& Idy)e...eker(T - ldy) < V.

Pour chaque 1 < i < k considérons le polynéme

Par le Théoreme C.5, ils existent py, ..., pr des polyndmes tels que

l=qip1+...+ Gk Pk
Ceciimplique que Idy = q1(T) o p1(T) +...+ qi(T) o px(T). Si on pose W; =Im(q;(T) o p;(T)) alorson a
V=W +..+ W
Le résultat suivra si on montre que {0} # W; c ker(T —¢;Idy). Si w € W; alors il existe v € V tel que
w = q;(T) o pi(T)(v). Mais (T - ¢;Idv)(w) = (T —&;Idv) o qi(T) o pi(T)(v) = mp(T) o p;(T)(v) = 0, C'est-

a-dire, W; cker(T —¢&;1dy).
S'il existe W; = {0} alors on peut écrire v =3 ;»; q;(T) o p;(T)(v). Mais dés lors

(M) =) qi(T)ogj(T)op;(T)() =0
J#i

car mr divise g;q; pour tout j # i ce qui est une contradiction car g;(T) = 0 et deg(q;) < deg(mr).
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5.4 Opérateurs commutants
Soit V un k-espace vectoriel et T, S € Z (V).
Définition 5.5 Lapplication linéaire
[T,S]=ToS—8SoT

est appelée le commutateur des deux applications.
Définition 5.6 On dit qu'un sous-espace U c 'V est T-invariant si T(U) c U.

Remarque : Dans ce cas T|y € £ (U).

Soit V un k-espace vectoriel finiment engendré.

Théoreme 5.10 Soient Ty, ..., Ty € £ (V) des transformations linéaires diagonalisables. Si [T;o T}] = 0,
pour tout 1 < i, j < k, alors il existe une base de V composée de vecteurs propres communs a toutes les
applications T;.

Démonstration. On procede par induction sur la dimension de V. Si toutes les applications 7; n'ont
qu’une valeur propre (en particulier si dim V = 1) alors T; = a;Idy avec a; ek et 1 < i < k. Dans ce cas
toute base de V est composée de vecteurs propres communs a toutes les applications T;. Supposons
maintenant que dim V' > 1 et que, sans perte de généralité, T; posseéde au moins deux valeurs propres
distinctes. Par la Proposition 5.7, on a

V =ker(T — A1 Idy) ®...eker(T — A Idy),

w Wi

ou {A1,..., Ak} = o(T) sont toutes les valeurs propres distinctes de T;. On affirme que les W; sont T;
invariants pour tout 1 < i, j < k. En effet, si w € W; alors

Ti(Tj(w) = Tj(T; () = Tj(A;w) = 4; T (w)

car par hypothese [T}, T;] = 0. On a donc T;(W;) € W;. Mais on ne peut pas affirmer pour autant que
T;(w) soit vecteur propre de T; (pourquoi?). Par contre, toutes les restrictions Tj|w; € £ (W;) sont dia-
gonalisables. En effet, tous les polyn6mes minimaux My, doivent diviser les polyndmes minimaux
correspondants mr;. Ceci force les M|y, a étre de la forme prescrite par le Théoreme 5.9. De plus
dim W; <dim V car k = 2. Le résultat suit par I'hypotheése d’'induction.

O

5.5 Opérateurs hermitiens
Voici deux familles d’applications linéaires trés importantes en physique :

Définition 5.7 Soit V un espace hermitien. On dit qu'une application linéaire T € £ (V) est un opérateur
hermitien si T = T'. On dit que T est un opérateur normalsi ToTT = TTo T.

Lemme 5.11 Soit V un espace hermitien et T € £ (V) un opérateur normal. Alors T et T T ont un vecteur
propre v € V en commun. De plus, si A € C est tel que T(v) = Av alors Tt (v) = Av.
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Démonstration. Comme C est algébriquement clos, il existe A € (T). Soit U = ker(T—AIdy). On affirme
que U est Tt -invariant. En effet, soit u € U et considérons

TH(T ()
T Aw)
= AT'(w).

T(T"(w)

On conclut que T'weU.A présent, C étant algébriquement clos, il existe y € a(TT|y). Soit v € U non
nul tel que T ) = THyw) = yv.Alorson a

Mo, vy ={Av,v) =(T(v),v) =V, TT(U)> =(v,yv) =7{V, V).

Comme (v, v) # 0, on conclut que 1 =7, d’ou le résultat.
O

Lemme 5.12 Soit V un espace hermitien et T € £ (V) un opérateur normal. Soient vy et v, deux vecteurs
propres associés a deux valeurs propres distinctes de T. Si vy ou v, est vecteur proprede T' alors v L vs.

Démonstration. Soient Ay, A, € C tels que T(v;) = A;vy et T(v2) :_/12 vy. Sans perte de généralité, sup-
posons v, vecteur propre de T'. Parle Lemme 5.11, on a 7' (v3) = A, v,. On peut donc écrire

A1y, va) = (T (1), v2) = (v1, T (12)) = (1, Ao v2) = Ao (w1, 12).

Comme A; # Ay, on doit avoir (vq, v2) = 0.
O

Théoréme 5.13 Soit V un espace hermitien et T € £ (V) un opérateur normal. Alors T et T' admettent
une base commune orthonormée de vecteurs propres.

Démonstration. On procéde par induction sur la dimension de V. Le résultat est certainement vérifié
lorsque dim V' = 1. Supposons dim V > 1. Parle Lemme 5.11, T et TT posséde au moins un vecteur propre
commun w € V. De plus, si T(w) = Aw alors T'(w) = Aw. Sans perte de généralité, on peut supposer
lwl|l = 1. Posons W =< w > et considérons W+. Alors par la Proposition 4.23, ona V=W e wi et
dimW+* = dimV — 1. On affirme que W+ est T et T'-invariant. En effet, si u € W+ alors d’une part,
0= (w, uy = AMw, u) = (T(w), uy = (w, TT (w)) et donc TT(u) e W' ; et d’autre part, 0 = (w, uy = A{w, u) =
(TT(w), uy = (w, T (w)) = (w, T(w)) et donc T'(u) € W, ol1 dans la derniére égalité on invoque I'exercice
ala fin du chapitre 4.

Le sous-espace W+ est un espace hermitien muni de la structure de produit scalaire induite par le
produit scalaire de V. De plus, Ty, et Tlel e (W), Plus important encore

(Tlyo) " =T 0.
En effet, si u;, up € W alors
(Tl (), uz) = (T(wy), uz) = (wy, TT () = (uy, T' e ().

Le résultat s’en suit par 'unicité de I'adjointe. On déduit donc que Tly,1 est un opérateur normal.
Par I'hypothese d’induction T'ly,. et TT|WL admettent une base commune orthonormée de vecteurs
propres. Ces vecteurs sont évidemment vecteurs propres de T et T'T. En leur adjoignant w, on obtient la
base désirée.

O
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Théoréme 5.14 SoitV un espace hermitien et T € £ (V) un opérateur hermitien. Alors T admet une base
orthonormée de vecteurs propres et toutes les valeurs propres de T sont réelles.

Démonstration. La premiere partie découle du Théoreme 5.13 et du fait qu'un opérateur hermitien est
normal. Soit A € C une valeur propre de T et v € V un vecteur propre associé. On déduit de

My, vy = (T(W), v) = (v, T(V)) = (v, Av) = Mv, V),

que A = A car (v, V) #0, c'est-a-dire, 1 € R.

O
5.6 Opérateurs unitaires
Soit V un espace préhilbertien complexe.
Définition 5.8 On dit qu'une transformation linéaire U € £ (V) est un opérateur unitaire si ||U ()| = || v||

pourtoutveV.
Remarque : Si V est un espace préhilbertien réel on parle plutét d'un opérateur orthogonal.

Proposition 5.15 Soit V un espace hermitien et U € £ (V). Les énoncés suivants sont équivalents :
1. La transformation linéaire U est unitaire.
2. Ona(UW),U(w) =(v,u) pour tout v,ucV.

3. Si{vi,..., vy} est une base othonormée de V alors {U(v1), ..., U(v,)} est aussi une base orthonormée
deV.

4. Soit f ={vy,..., Vn} une base othonormée deV et A = [U]ﬁ. Alors

ATA=1,.
Démonstration. On démontre (1) implique (2). On a |U(u+v)| = lu+ vl et |Um+iv)ll =llu+iv| et
donc
(Uw), UW)) +U(v),Uw) = u, vy +{v,u)
et

UW),iU) +GUW), Uw) = u,iv) +{iv,u),

d’ou —(U(w), Uy +(U(v), U(u)) = —(u, vy + (v, u). En additionnant cette derniere égalité a la premiere,
on obtient (U(v), U(u)) = (v, u).

On démontre (2) implique (3). Si {vy, ..., v;;} est une base othonormée de V alors le (2) implique que
{U(v1),..., U(vy,)} est un ensemble orthogonal oil chaque membre est de norme 1. En particulier, chaque
U(v;) # 0. Par la Proposition 4.14, {U(v1),...,U(v,)} est linéairement indépendant dans un espace de
dimension 7. C’est donc une base orthonormée de V.
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On démontre (3) implique (4). Si § = {v1,..., v,} est une base othonormée de V et (a;j) = A= [U]ﬁ
alors

sii=j 1

sii#j 0

} = (U@, Uw))

n n
<Z akivk»Z 61le1>
k=1 I=1

Il
M=
M=

axiaij{vi, vy

=
Il
—
-
il
—

I
™M=

akiakj.

-~
Il
—

Ces relations sont exactement celles qui définissent le produit “A- A = 1,,. On a donc

1,=T,=tA-A="A-A,

c’est-a-dire, A~! ='’A. On conclut, par I'unicité de I'inverse que A TA=1,.

Réciproquement (4) implique (3) car les relations qui définissent le produit A-*A = 1,, impliquent
que tA-A=1,, cest-a-dire, {U(v1),...,U(vy,)} est une base orthonormée.

On démontre (3) implique (1) a’aide du Corollaire 4.22. Soit {v;, ..., v} une base orthonormée de V'
et ve V.Des lors ils existent a, ..., a, € C tels que v = ZZ:1 a;vi. Onadonc

n
2 —_—
lvll® =) axar.
k=1

D’autre part, on a
n n n
IUWI*=( Y axUwp), Y ayUwy) ) =Y. axax
k=1 I=1 k=1

car {U(vy),...,U(v;)} est une base orthonormée. D’ol1 le résultat.

Remarque : Le prochain résultat est faux si k = R. On doit poser k = C.

Théoréme 5.16 Soit V un espace hermitien et U € £ (V) un opérateur unitaire. Alors V admet une base
orthonormée composée de vecteurs propres de U. De plus, si A € o(U) alors|A| = 1.

Démonstration. D'une part, si A € o(U) et v est un vecteur propre associé a A alors
(UW), UW) =AM, v).

Le fait que U soit unitaire implique que A2 = AN = 1, c’est-a-dire, || = 1. D’autre part, comme V est
hermitien, il existe une base orthonormée . Si A = [U]g alors par la Proposition 4.27 on a [UT]lg =l'A,
Parla Proposition 5.15, on a ATA= 1,,, c’est-a-dire, A~! =""A. On conclut que U est un opérateur normal.

Le résultat s’en suit par le Théoreme 5.14.
O



CHAPITRE

DETERMINANTS

6.1 Propriétés
Définition 6.1 Une fonction déterminant est une fonction
det: M« (k) — k
telle que si ay, ..., ay sont les lignes d'une matrice A, c’est-a-dire, a; € k", alors
1. det(ay, ..., ai-1,a; + aj, a1, ..., a) = det(A) lorsque j # i.

2. det(ay,...,ai—1,Aa;, ait1, ..., an) = Adet(A), pour tout A € k.
3. det(1,) = 1.

Proposition 6.1 Soit det une fonction déterminant. On a toujours que
1. det(A) est multiplié par —1 si on interchange deux lignes distinctes de A.
2. det(A) =0 si deux lignes de A sont égales.

3. Le det(A) demeure inchangé si on remplace une ligne a; par a; +Y.jz; Aja; pour des A; € k quel-
conques.

4. det(A) =0 si les lignes de A forment un ensemble linéairement dépendant.
5. Sion considere la fonction det(A) comme une fonction des lignes de A alors celle-ci est n-linéaires.
6.2 Existence et unicité
Théoréme 6.2 SiD et D' sont deux fonctions déterminants surMx , (K) au sense de la Définition 6.1 alors
D=D"

63
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Théoreéme 6.3 1l existe une fonction det: M, , (k) — k satisfaisant a la Définition 6.1.

On construit la fonction déterminant par induction sur n. Si 7 = 1 alors on pose det(a) = @, a € k.
On suppose construite une fonction det : M, —1x,-1 (k) — k satisfaisant a la Définition 6.1. Soit A = (a;)
avec 1 <1i,j < n, et considérons les matrices B/ € M,,—1x -1 (k) telles que

ann a2 agj-1 arj+1 ain
azy a2 azj-1 az j+1 a2n

;i
BV =1 ai-11 ai-12 .. Gic1j1 Gic1j41 - Gicin
aj+11  4i+12 - Ai+1j-1  Gi+1j+1 - Gi+ln
ap1 an2 ... QApj-1 apj+1 - Qpn

Sion fixe un j € {1,..., n} alors on pose
det(A) = (-1)'*/ a jdet(B") +...+ (-1)"* a,, j det(B")).

Remarque : Si cette fonction satisfait bien a la Définition 6.1 alors par I'unicité d'une fonction détermi-
nant on voit que cette formule est donc indépendante par rapport a la colonne choisie pour développer
celle-ci.

a N s .
c et calculons son polyndme caractéristique. On obtient

Exemple : Soit A= Z

paA) det

a-A b ]
d—2A

= (a=-A)d-A)—cb

= ad-al—dA+A*-ch

= A’ —(a+d)A+(ad—ch)

= A% —tr(A)A+det(A).

Ce résultat se généralise au cas n = 2. En fait le polyndme caractéristique est toujours de la forme
pad) =A% —a, A AL+ L+ (=1 ay, ol a,_1 = tr(A) et ag = det(A).

6.3 Applications
Proposition 6.4 Si A, B € M« (k) alors det(AB) = det(A) - det(B).

Théoréme 6.5 Une matrice A€ My, (k) est inversible si et seulement si det(A) # 0.
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ANNEXE

NOMBRES COMPLEXES

Définition A.1 On pose C = R? en tant qu'espace vectoriel réel munit des deux opérations suivantes :
e (X, )+ W, v):=x+u,y+v),et

o (X, (u,v):=xXU—-yv,xv+yu).
Théoréme A.1 (C,+,-) est un corps.

Démonstration. Il est aisé de démontrer que C satisfait aux axiomes d’'un corps. En particulier, (0,0) est
“le” zéro additif de C et (1,0) est “le” 1 multiplicatif de C. On démontre ici que tout nombre complexe
(x,y) # (0,0) possede un inverse multiplicatif. Voici le candidat pour (x, y)‘l, c’est-a-dire,

m(x,—y).

On remarque qu'il est 1égitime de multiplier (x, —y) par —~— € R car x* + y> € R* (pourquoi?). Alors

x2+y?

(x*+3%,0) = (1,0).

1
(x,¥)- szyz(x, -y) = 21y

Les nombres réels s’incluent naturellement dans C, c’est-a-dire,

R — C
x =  (x0)
et on vérifie facilement que

o (x,00+(x,0) = (x+x',0), et
e (x,0)-(x',0) = (xx',0).
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Historiquement on écrit 1 := (1,0) et i := (0, 1). Donc un nombre complexe z € C s’écrit
z=x+1iy pourdesuniquesx,yecR.
Soitz=x+iyeC.
Définition A.2 La partie réelle de z est Re(z) = x et la partie imaginaire de z estIm(z) = y.

On remarque maintenant que
i*=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = 1.

Donc, dans C, I'équation algébrique z> + 1 = 0 admet une solution z = i. On remarque que z = —i est
une autre solution. Malheureusement I'obtention de ces solutions a un cofit : les nombres complexes ne
peuvent pas étre ordonnés!

Définition A.3 Un corpsk est ordonné s'il existe un sous-ensemble 2 dek, que l'on appelle les éléments
positifs dek, tel que
1. sia,fe P alors a+ B et aff appartiennent tous deux a & ; et

2. pour tout a €k, une et une seule des possibilités suivantes survient
ae?, a=0, ou —aeP.

Dans ce cas on peut définir une relation d’ordre total sur k en posant x < y si et seulementsi y—x €
22. En effet, par la condition (2), pour tout x, y € k une et une seule des trois possibilités survient toujours

X<y, x=y ou y<ux.

Exemple : Les corps Q et R sont tous les deux ordonnés.

Supposons que C peut étre ordonné, c’est-a-dire, il existe un sous-ensemble &2 de C appelé les
“nombres complexes positifs”. Alors i # 0 implique une de deux possibilités : i € & ou —i € 2. Dans
les deux cas on a

i?=(-)*=-1e2.

Mais & présent on arrive  la contradiction 1 = (-1)? € 2.

A.1 Représentation polaire

Par définition C = R? en tant qu’espace vectoriel réel, c’est-a-dire, qu’il est donc possible de repré-
senter un nombre complexe par un point dans le plan.

{3\
i
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Il est donc naturel de définir la longueur d'un nombre complexe z = a+ ib a I'aide de la norme

euclidienne. Historiquement on parle du module du nombre complexe z et on écrit

|z|:= V a2 + b2.
Pour tout z=a+ib #0, il existe un unique 0 € [0, 2r) tel que

a

cos(f) = | et sin(0) = 2,

z| |z]
on parle alors de la représentation polaire de z et on écrit

z =1zl(cos(0) + isin(6)).
Ceci nous permet de définir la fonction argument

arg:C* — [0,27)

z — 0.
Une autre fonction fort utile est la conjugaison, c’est-a-dire,
cC — C
z=a+ib — Zz:=a-ib
On peut montrer aisément que
e 22=121%;

o 242 =2z+72;
o 22'=7Z-72';

e siz' #0alors (;) =

z
=

!
e z=7zsietseulementsizeR;etz=2z.

Remarque:On a

z+7z z2—z
et Im(z)=

Re(z) =

De plus, si z # 0 alors z7 1= —.
|zl

Proposition A.2 Pourtoutz,z' €C, ona

o |22 =zl 12'|;
. z |z|
o Siz ;éOalors’—, =—
z ||
* |Re(2)| = |z| et|Im(z)| < |zl ;

o |zl =lz|;
lz+7Z| <zl +12|;etlz—2| = (|z| —17Z|
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A.2 Interprétation géométrique de la multiplication

Soit z; = ry(cos(61) + isin(01)) et zp = rp(cos(f2) + i sin(6)) deux nombres complexes non nuls. Alors

z122 = r111ra(cos(@y) +isin(61))(cos(B2) + isin(8s))

= r112|(cos(81) cos(B2) —sin(6;) sin(62))

+i(cos(0;) sin(f) + sin(0;) cos(62))

= rir2(cos(0; +02) +isin(0; +6,)).
Donc

Proposition A.3 Pour tout z1,z, € C*, arg(z) zp) = arg(z;) + arg(z,) (mod 2).

Il est maintenant aisé de calculer les puissances pl€Me  ast-a-dire, on obtient la formule de De

Moivre
Proposition A.4 Siz = r(cos(8) +isin(@)), r >0 et n e N alors z" = r"(cos(n0) + i sin(nh)).

Démonstration. Le résultat suit d'un raisonnement par induction et des deux identités trigonomé-
triques
e cos(f + a) = cos(0) cos(a) Fsin(0) sin(a) et
 sin(0 £ a) = sin(0) cos(a) * cos(0) sin(a).
O

La formule de De Moivre peut maintenant étre utilisée afin de calculer les racines ni€Me §'un nombre
complexe w € C*. Fixons n € N et posons w = r(cos(f) + i sin(f)) € C*. On veut solutionner I'équation
Z'=w.
En d’autres mots, on veut trouver tous les p > 0 et ¢ € [0, 27) tels que (selon De Moivre)
p" (cos(ne) + i sin(ng) = r(cos(@) + i sin(H)).

Par I'unicité de la représentation polaire, on doit avoir que p = ¥/r et np =0 + 27k, ot k € Z.

Conclusion : les racines n'°™M€ de w = r(cos(8) + i sin(0)) € C* sont

(9 an) . (6 an)
cos|—+—|+isin|—+—
n n n n

z=r

)

ouk=0,1,2,..,n—1 (pourquoi?).

Il est fort commode d’écrire e'% := cos (@) + i sin(f) et d’utiliser aveuglément (en attendant MAT 3521)

les regles des exposants, c’est-a-dire,
ezB el = el(0+(1)'
On obtient ainsi la représentation exponentielle d’'un nombre complexe, c’est-a-dire, z = |z|e? 28,

Laissez-moi terminer ces petits rappels en écrivant notre équation “matheuse”



ANNEXE

RECURRENCE

On démontre

Théoréme B.1 Les trois principes suivants sont équivalents, c'est-a-dire,
1. Le raisonnement par Récurrence;
2. La Récurrence forte; et

3. Le Principe du bon ordre.

Démonstration. On suppose donné un énoncé E(n) définit pour chaque entier naturel n. Considérons
I'énoncé
Qn) =[Vk=n, E(k)].

Alors nous avons I'équivalence
VneN,E(n) < VneN,Q(n).

Démontrons (1) implique (2). On suppose que E(0) et 'énoncé pour tout n € N, [Vk < n, E(k)] =
E(n+ 1) soient vrais, c’est-a-dire, Q(0) = E(0) et 'énoncé pour tout n € N, Q(n) = E(n+ 1) sont vrais. On
remarque que

Qn=En+1) < Qn=>[QnetEn+1)] < Qn)=>0Qmn+1),

car [Q(n) et E(n+1)] © Q(n+1). On conclut par le (1) que I'énoncé [Vrn e N, Q(n)] est vrai et donc [Vn €
N, E(n)] est vrai.
Démontrons (2) implique (1). On suppose que E(0) et 'énoncé pour tout n € N, E(n) > E(n+1)
soient vrais. Mais si n > 0 alors
[Q(n—1) et E(n)] = E(n),
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c’est-a-dire, par transitivité nous avons pour tout n € N, Q(n) = E(n + 1). On conclut par le (2) que
[VneN, E(n)] est vrai.

Démontrons (3) implique (1). Nous supposons que E(0) et que pour tout n € N, E(n) > E(n+1)
soient vrais. Considérons le sous-ensemble

S={neN|E(n) est faux}

et soit m, I'élément minimal de S. Evidemment m,, # 0. Un des principes de constructions des nombres
naturels dicte que chaque entier naturel non nul est le successeur d'un autre entier naturel. En particu-
lier et par définition de m,, E(m, — 1) est vrai. Mais comme E(m, — 1) = E(m,) est vrai par hypothese,
ceci force S = @, c'est-a-dire, Vn e N, E(n) est vrai.

Démontrons (2) implique (3). Soit S € N un sous-ensemble et supposons que S n'admet pas d’élé-
ment minimal. Considérons I’'énoncé

En)=[Vk=n, k¢Sl

Lénoncé E(0) est vrai sinon 0 serait I'élément minimal de S. Soit n € N. Si E(n) vrai alors nécessairement
E(n+1) estvrai, sinon n+1 serait]'élément minimal de S. On conclut par le (2) que Vn € N, E(n) est vrai,
c'est-a-dire, S = @.

O
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POLYNOMES

Un polynéme est une suite p = (ag, a1, az, ...) dans k éventuellement nulle, c’est-a-dire, il existe N € N
tel que si n = N alors a, = 0. On note 'ensemble des polynémes £ (k). On munit I'ensemble 22 (k) de
trois opérations :

1. U'addition : (ag, a1, ay,...) + (b, b1, ba,...) = (ag + by, a1 + b1, as + bo,...);

2. uneactiondek: a-(ag, a;, ay,...) = (@ay, aay, aay,...); et

k
3. lamultiplication : (ag, a1, az, ...) (b, b1, by, ...) = (co, €1, C2, ...), OU Cf = Z a;bi_;.
i=0

Les deux premieres opérations munissent £ (k) d'une structure de k-espace vectoriel. Tandis que la
premiere et la troisieme munissent 22 (k) d'une structure d’anneau commutatif.

Définition C.1 Soit p € 2 (k). On définit le degré de p, noté deg(p), par

max{n|a, #0} sip#0
-0 sip=0

)

deg(p) = {

ou p = (ap,a,az,...).

Historiquement on note 1 = (1,0,0,0,...), x = (0,1,0,0,...), x> = (0,0,1,0,...). Donc un polynéme de
degré n peut étre écrit sans ambiguité sous la forme

p=ag+a X+ apx* +...+ apx".

Proposition C.1 Soitp,qe 22 (k). Alors
1. deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}; et
2. deg(pq) = deg(p) +deg(q).
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Démonstration. On laisse la preuve en exercice au lecteur.
O

Théoreme C.2 (Division euclidienne) Soient p, q € 22 (k) tel que q # 0. Alors ils existent des uniques Q,R €
2 (k) tels que

p=Qg+R
etdeg(R) < deg(q).

Démonstration. Soit g = a,,x™ + ... + a, x + ay, avec ay, aj, ..., anm € k et a,, # 0. Considérons le sous-
ensemble

{deg(p-Qq) Qe 2 (k)}
de {—oo} UN. Ce sous-ensemble, étant non vide, posseéde un plus petit élément n selon le Principe du
bon ordre. 1l existe donc un polynéme R € 22 (k) de degré n tel que R = p—Qgq, pour un certain Q € 2 (k).
Le polyndme R s’écrit R = b, x" + ...+ byx + by, avec by, by, ..., b, € k et by, # 0. Si deg(R) = deg(q) alors
deg(R - bya,, x""™q) < deg(R). De plus,

Qg+R
Qq+ R~ (bpa,} x""™q) + (bpa,! x"""q)
(Q+bpa,!x""™q+ (R—bpa, x""™q)

p

ce qui contredit la minimalité de 7. On conclut que deg(R) < deg(q). Finalement, s'ils existent R’ et Q'
tels que p = Q'q + R’ et deg(R') < deg(q) alors

R-R' =q(Q-Q,

c’est-a-dire, si Q' — Q # 0 alors deg(q) < deg(q(Q' — Q)) = deg(R — R') < deg(q), ce qui est impossible. On
doit conclure que Q = Q' etdéslors R=R'.
O

A tout polynéme p € k on peut associé une fonction polynomiale, c’est-a-dire, si p = a,x" +...+ ay x+
ap alors on a

p:k — k
& = p@=a"+..+aé+ap.
Corollaire C.3 Soit p € (k) et € k. Alors il existe un unique Q € 2 (k) tel que
p=Q-(x-8&+p().

Démonstration. Si on applique la division euclidienne aux polynémes p et x — ¢ (# 0) alors ils existent
des uniques polyndémes Q et R tels que

p=Q-(x-§+R
et deg(R) < deg(x —¢&) = 1. Donc on doit avoir R € k. Dés lors, on a

p) =Q()- (¢ —¢)+R.
[ ——

=0
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Définition C.2 On dit qu'un scalaire ¢ € k est une racine d’'un polynéme p € 22(k) si p(£) = 0.
Corollaire C.4 Tout polynéme p non nul possede au plus deg(p) racines distinctes.

Démonstration. Soit {{,¢>,¢3,...} 'ensembles des racines distinctes de p. On affirme qu'’ils existent des
uniques Q1,Q2, Q3, ... € 2 (k) tels que

Q1-(x—¢1)
Q2+ (x—&2)(x—¢&1)
Q3+ (x—¢&3)(x—&2)(x—¢1)

p

La premiere égalité découle du Corollaire C.3. Si on évalue la premiere égalité en ¢, alors on obtient

0=p(§2) =Q1(&2) - (€2 —¢1)
——
#0
ce qui force Q;(¢2) =0 (dans un corps k il n'y a pas de diviseur‘de zero). Donc il existe un unique poly-
nome Q tel que Q; = Q- (x—¢&,), d’otr la seconde égalité. Ala n'®™M€ étape ona p = Q- (x—&5)...(x— &)

avec évidemment Q, # 0 ce qui implique n < deg(p). Le résultat s’en suit.
O

Nous avons maintenant, comme pour les nombres naturels, la notion de plus grand commun divi-
seur.

Théoreme C.5 Soient py, ..., px € P (k) des polynémes non nuls. Alors il existe un polynéme d # 0 admet-
tant les deux propriétés suivantes : (1) d divise tous les p; ; et (2)si d' est un autre polyndome qui divise tous
les p; alors d' divise d. De plus, ils existent qu, ..., i € P (k) tels que

d=qip1+...+ qipr.

Démonstration. Considérons le sous-ensemble

S={deg(qip1+...+qp) 1 g1, ... g € P(K) et g1 p1 + ... + G px # 0}
de N. Alors comme deg(p;) € S, S # @. Par le Principe du bon ordre, soit 7 = minS. Il existent donc
da,qi,..., qr € P(K) tels que
d=qp1+...+qgrpx et deg(d) =n.

On affirme que d divise tous les p;. En effet, en appliquant la division euclidienne, ils existent Q; et R;
des polynémes tels que p; = Q;d + R; et deg(R;) < n. Mais comme

Ri=pi—-Qid=-Qiqip1—...— (Qiqi —1)pi —...— Qi kP,

on adoncdeg(R;) € S ce qui contreditla nature de n. Par conséquent, on doit avoir R; = 0 pout tout i. S’il
existe un autre polynéme d’ qui divise chacun des p; alors il existent hy, ..., i € (k) tels que p; = d'h;.
On adonc

d=qip1+...+ Gepr = qrd hi + ...+ qd by = (GLhy + ... + qihy) d,

c’est-a-dire, d’ divise d.
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Définition C.3 On appelle d un plus grand commun diviseur de p;, ..., px et est défini a un multiple sca-
laire non nul pres.

Corollaire C.6 Soient py,..., px € (k) des polynémes non nuls. Si ces polynémes n'ont aucun facteur
commun alors ils existent des polynomes q, ..., qx. tels que

1=qip1+..+qiPk-



ANNEXE

I’AXIOME DU CHOIX

On rappelle icil’énoncé de l'axiome du choix.
Axiome du choix : Soit & une ensemble dont les éléments sont eux-mémes des ensembles non vides.
Alors il existe une fonction
0w — JA
AeX
A —~ w(AeA.

On appelle cette fonction w une fonction de choix.

Remarque : Cette fonction n’est en général pas unique.

Laxiome du choix est un des neufs axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZFC).
Au début du 20'*™€ sjecle 'axiome du choix fut trés controversé. Aujourd’hui il est accepté par la majo-
rité des mathématiciens. Voici des exemples ol 'axiome du choix n’est pas nécessaire :
e Lorsque & ne contient qu'un élément. Dans ce cas I'existence d'une fonction de choix est équi-
valente a I'existence d'un élément dans un ensemble non vide.
e Lorsque & est fini. Alors le Principe de récurrence est suffisant pour garantir 'existence d’'une
telle fonction de choix.
e Si¥ c2(N), ou Z(N) désigne 'ensemble puissance de N, alors le Principe du bon ordre est suf-
fisant pour construire une telle fonction. En effet nous pouvons poser

w:X — N
M — (M) =Iléément minimal de M.

* Si & est I'ensemble de tous les intervals de longueur fini et strictement positive alors on peut
poser

w:X — R

b
[a,b] — %, le point milieu de [a, b].

7
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Par contre, il est impossible sans 'axiome du choix de démontrer I'existence d’une telle fonction
dans le cas ol & est1’ensemble de tous les sous-ensembles non vides de R.
Laxiome du choix est nécessaire afin de démontrer (en fait équivalent a) I'énoncé suivant :

Tout espace vectoriel (de dimension arbitraire) possede une base.

Nous terminerons cette discussion en énoncant le paradoxe de Banach-Tarski :

Soit B = {(x,y, z) € R3| x?+y? + z? < 1} la sphére pleine de rayon 1 et centrée a l'origine de l'espace euclidien
R3. Il existe une partition fini de B et une suite fini de rotations et de translations qui nous permettent
d’assembler les éléments de cette partition en deux copies identiques de B.

Le paradoxe se résout lorsque 1'on réalise que 'axiome du choix nous permet de démonter 1’exis-
tence de sous-ensembles de R® pour lesquels il est impossible de définir une notion de volume cohé-
rente avec notre intuition.

Pour une plus longue description de 'axiome du choix je vous suggere 'adresse :

https ://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice
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ASSOCIATIVITE

Soit un ensemble non-vide X munit d’'une opération binaire o : X x X — X (comme dans le cas d'un
groupe). On définit la notion de parenthésage admissible et montrons que tous les parenthésages d'une
longueur donnée sont équivalent si I'opération o est associative.

Soit S = {*,¢,(,)} un ensemble a quatre éléments et considérons les suites finis d’éléments de S. Par
exemple,

1. *((o((**
2. (ko%
3. (ko (kxox)).

Intuitivement seul le cas (3) devrait étre déclaré parenthésage admissible (et ce méme si le (2) nous
semble calculable).

Définition E.1 Une suite fini d'éléments de S est dite Parenthésage Abstrait Complet (PAC) si elle est obte-
nus a l'aide du procédé inductif suivant :

1. L'élément * € S est un PAC.
2. Si E; et E> sont des PAC alors (E7 ¢ E>) est un PAC.

Remarques : Seule la condition (2) introduit les éléments (, ) et © dans un PAC. De plus, les parentheses
sont toujours introduites en pair : une ouvrante et une fermante. Finalement, la condition (2) n’intro-
duit pas explicitement de nouveaux éléments x. Dans ce cas les éléments x du nouveau PAC doivent
nécessairement provenir des deux sous-PAC E; et E».

On voit que comme * est un PAC par la condition (1) et que (x ¢ %) est un PAC par la condition (2)
alors (% ¢ (x ¢ %)) est un PAC par la condition (2). Le nombre de répétitions de I'élément * € S dans un
PAC donné nous permet de considérer les familles suivantes :

2, ={E estun PAC|il y a n répétitions de I'élément x dans E}.
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On dira qu'un PAC est de longueur n s’il appartient a 22,,. On a donc
* Py=9
o 9P ={x}
o Py ={(x0o%)}
o P ={(ko(ko%)),((xox)ox)}
o Py ={(ko(*o(*x0o%))),(ko((kok)o%*)),((kok)o*)ox), (ko (ko*))o*),((ko*x)o(xox))}

La cardinalité de ces ensembles sont les nombres de Catalan et peuvent se calculer a I'aide de la

formule suivante
1(2(n-1
|@n|=—(( )), n=1.
n\ n-—1

Voici les dix premiers : 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430 et 4862. Pour un excellent exposé historique voir
http ://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_de_Catalan .

Retournons a un ensemble X munit d'une opération associative o : X x X — X. Pour tout n = 1 nous
avons une application évaluation

n fois
—_——t~—
D, PyxXx..xX — X

(nyl)'--)xn) e E(xlr"-)xn))

ou l'élément E(xy, ..., x,;) de X est calculé de fagon inductive, c’est-a-dire,
1. sin=1alors x(x) = x; et

2. sin>1alorsils existent 0 < k < n, E; € & et E; € 2, tels que E = (E; ¢ E») et on pose
E(xlr aeey xn) = El (xlv aeey xk) o EZ (xk+1v weey xn)~
Proposition E.1 Les applications @, sont bien définies pour toutn = 1.

Démonstration. Lorsque n = 1 la formule donnée est valable. Lorsque n > 1, comme un PAC est une
suite fini, il doit y avoir un élément ¢ dans ce PAC qui fut le dernier inséré de ce type. La condition (2) de
la construction des PAC étant la seule a pouvoir insérer de tel élément il doit donc exister deux PAC E;
et E, tels que E = (E; ¢ E»). De plus, le nombre d’éléments x dans E doit étre la somme de ceux dans E;
et de ceux dans E,. On déduit que E; € & et E; € 2, pour un certain 0 < k < n. A présent on procede
a l'aide d'un raisonnement par récurrence forte. On suppose ®; bien défini pour tout k < n. Alors la
formule donnée (2) démontre que @, est bien défini, c’est-a-dire, E; (x, ..., Xg) € X et E2(Xg41,...,Xn) € X
étant tous deux bien définis par 'hypothese d’induction, on a donc E; (X1, ..., Xg) © E2 (Xg+1, .-, Xn) € X.
O
Explicitement on calcul E(x1, .., X,,) en substituant le k1€M€ glément % de E par x;, pour tout 1 < k <
n; en substituant chaque élément ¢ de E par I'opération o de X ; et en effectuant les opérations o dans
I'ordre défini par les priorités données par les parentheses (comme il se doit!).

Exemple : Soit E = (((x o x) o %) o *) € Z24. Alors

D4(E, x1, X2, X3, X4) = ((x1 0 X2) 0 X3) 0 X4.

Finalement nous obtenons le résultat recherché, c’est-a-dire,
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Théoreme E.2 Soit X un ensemble munit d'une opération associative o : X x X — X. Alors, pour tout
E € &, nous avons
D, (E, x1,X2,.000,Xp) = ((...(x10Xx2)0...) 0 Xp—1)0 Xy, n=1.

Démonstration. On procéde a nouveau par un raisonnement par récurrence forte. Si 7 = 1 alors comme
il n'y a qu'un élément dans 27; la formule ®; (%, x) = x est vérifiée. Supposons la formule vérifiée pour
tout k < n. Soit E € &2, et comme précédemment cité ils existent 0 < k < n, E} € 2. et E; € &,,_ tels que
E=(E;¢E>).Onadonc

q)n(E)xerZ)---rxn) = El(xly---yxk)OEZ(xk+l)---rxn)

= E1(xX1,.e0 Xg) 0 [((ceo(Xg41 © Xf2) ©.) 0 Xp—1) © Xp]

hypothésez’induction

= [E1(xn, e Xpe) © (- (Xk1 0 Xp2) ©--) © Xp—1)] 0 Xy

associativité
= Oy 1((E108),X1,X2,...) Xn—1) © Xp,

ole=(((...(kox)o...)ox)o*x) € 2, __;. Finalement, a nouveau par I'hypothese d’'induction ®,,_; ((E; ¢
€),X1,X2, .., Xn—1) = ((...(x1 0 x3) 0...) 0 X;,_2) © X;,_1. On déduit donc

D, (E, x1,%2,..0y Xn) = (((...(x10X2) 0...) 0 Xp,_2) © Xp_1) © Xp.
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