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Fundamental	
  Par0cles:	
  Atoms	
  

An	
  atom	
   is	
   the	
   smallest	
   unit	
   quan0ty	
   of	
   an	
   element	
   that	
   is	
   capable	
   of	
  
existence,	
  either	
  alone	
  or	
   in	
   chemical	
   combina0on	
  with	
  other	
  atoms	
  of	
  
the	
  same	
  or	
  another	
  element.	
  	
  

The	
  fundamental	
  par0cles	
  of	
  which	
  atoms	
  are	
  composed	
  are	
  the	
  proton,	
  
electron	
  and	
  neutron.	
  	
  



Fundamental	
  Par0cles:	
  Atoms	
  
Dalton	
  (1808)	
  

•  atom/element	
  iden00es	
  and	
  combina0ons	
  	
  

1.  Elements	
  are	
  made	
  of	
  extremely	
  small	
  par0cles	
  called	
  atoms.	
  
2.  Atoms	
  of	
  a	
  given	
  element	
  are	
  iden0cal	
  in	
  size,	
  mass	
  and	
  other	
  proper0es;	
  

atoms	
  of	
  different	
  elements	
  differ	
  in	
  size,	
  mass	
  and	
  other	
  proper0es.	
  
3.  Atoms	
  cannot	
  be	
  subdivided,	
  created	
  or	
  destroyed.	
  
4.  Atoms	
  of	
  different	
  elements	
  combine	
  in	
  simple	
  whole-­‐number	
  ra0os	
  to	
  

form	
  chemical	
  compounds.	
  
5.  In	
  chemical	
  reac0ons,	
  atoms	
  are	
  combined,	
  separated	
  or	
  rearranged.	
  

Five	
  Main	
  Points	
  of	
  Dalton’s	
  Atomic	
  Theory:	
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Fundamental	
  Par0cles:	
  Atoms	
  
Dalton	
  (1808)	
  

•  atom/element	
  iden00es	
  and	
  combina0ons	
  	
  

Thomson	
  (1897)	
  
•  “cathode	
  rays”	
  consist	
  of	
  nega0vely	
  charged	
  

par0cles	
  with	
  defined	
  mass	
  	
  
•  charge-­‐to-­‐mass	
  (e/m)	
  of	
  electron	
  =	
  -­‐1.759	
  x	
  108	
  C/g	
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Fundamental	
  Par0cles:	
  Electrons	
  
Millikan	
  (1909)	
  

•  established	
  charge	
  (-­‐1.60	
  x	
  10-­‐19	
  C)	
  	
  and,	
  therefore,	
  mass	
  (9.11	
  x	
  10-­‐31	
  kg)	
  of	
  an	
  electron	
  

hbp://www.youtube.com/watch?v=XMfYHag7Liw	
  



Fundamental	
  Par0cles:	
  Nucleus	
  
Rutherford	
  (1911)	
  

•  established	
  the	
  nuclear	
  model	
  of	
  atoms	
  –	
  it’s	
  empty	
  space!	
  
•  gold	
  foil	
  experiment	
  

↳  most	
  par0cles	
  pass	
  straight	
  through	
  the	
  foil	
  
↳  Some	
  α-­‐par0cles	
  were	
  deflected	
  by	
  thin	
  gold	
  foil.	
  	
  
↳  Some	
  α-­‐par0cles	
  rebounded	
  completely	
  



Fundamental	
  Par0cles:	
  Nucleus	
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Rutherford	
  (1911)	
  
•  established	
  the	
  nuclear	
  model	
  of	
  atoms	
  –	
  it’s	
  empty	
  space!	
  
•  gold	
  foil	
  experiment	
  

↳  most	
  par0cles	
  pass	
  straight	
  through	
  the	
  foil	
  
↳  Some	
  α-­‐par0cles	
  were	
  deflected	
  by	
  thin	
  gold	
  foil.	
  	
  
↳  Some	
  α-­‐par0cles	
  rebounded	
  completely	
  

Conclusions:	
  	
  Atoms	
  contain	
  a	
  dense	
  center	
  of	
  posi0ve	
  charge; NUCLEUS 



Modern	
  View	
  of	
  Atomic	
  Structures	
  

Nucleus	
  contains	
  protons	
  and	
  neutrons.	
  Electrons	
  balance	
  charge.	
  

Nuclear	
   radius	
   is	
   20,000	
   Gmes	
  
smaller	
  than	
  the	
  atomic	
  radius!	
  

Atomic	
  Diameter	
  è	
  	
  

Nuclear	
  Diameter	
  è	
  

10-­‐8	
  cm	
  

10-­‐13	
  cm	
  

ParGcle 	
   	
  	
  Mass	
  (kg) 	
   	
  Charge	
  (C)	
  
Electron	
   	
  9.11	
  x	
  10-­‐31 	
  	
  	
  	
  	
  	
  –1.602	
  x	
  10-­‐19	
  
Proton	
   	
   	
  1.67	
  x	
  10-­‐27 	
  	
  	
  	
  	
  	
  +1.602	
  x	
  10-­‐19	
  
Neutron	
   	
  1.68	
  x	
  10-­‐27 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  no	
  charge 	
  	
  

protons and neutrons

electrons

Z	
   	
  =	
  

	
  =	
  	
  

	
  =	
  	
  

A	
   	
  =	
  

	
  =	
  

Mass	
  number	
  

No.	
  of	
  protons	
  +	
  neutrons	
  

Atomic	
  number	
  	
  

No.	
  of	
  protons	
  

No.	
  of	
  electrons	
  (neutral	
  atom)	
  

Mass	
  of	
  atom	
  is	
  mostly	
  from	
  nucleus,	
  volume	
  of	
  atom	
  is	
  mostly	
  from	
  electron	
  cloud.	
  

Most	
  chemical	
  proper0es	
  result	
  from	
  the	
  number	
  and	
  arrangement	
  of	
  electrons.	
  



Emission	
  Spectra	
  from	
  Atoms:	
  	
  
A	
  Central	
  Puzzle	
  

Excited	
   (e.g.	
   heat,	
   electric	
   discharge)	
  atoms	
  
in	
   the	
   gas	
   phase	
   produce	
   line	
   spectra:	
   Only	
  
specific	
  wavelengths	
   in	
   the	
   visible	
   spectrum	
  
are	
  represented.	
  

Li	
   Na	
   K	
  

Sodium	
   vapour	
   gives	
   off	
   a	
   yellowish	
   light	
   while	
   lithium	
   and	
   potassium	
   generate	
  
crimson	
  and	
  violet	
  light,	
  respec0vely.	
  Why	
  do	
  these	
  elements	
  radiate	
  different	
  colours?	
  	
  	
  

Excited	
  Group	
  1	
  Elements:	
  



Light	
  is	
  Electromagne0c	
  Radia0on	
  



…so	
  are	
  X-­‐rays,	
  radio	
  waves,	
  gamma	
  rays	
  	
  

What	
  do	
  they	
  have	
  in	
  common,	
  how	
  do	
  they	
  differ?	
  



A	
  Primer	
  On	
  Wave	
  Mo0on	
  

Two	
  opposite	
  Traveling	
  Waves	
  superimpose	
  to	
  give	
  a	
  Standing	
  Wave.	
  	
  

Standing	
  waves	
  

Travelling	
  waves	
  

Skipping	
  ropes,	
  guitar	
  strings	
  

Light,	
  whips,	
  surf,	
  Blue	
  Jay	
  crowds	
  

+	
  



Wave	
  Mo0on	
  Con0nued	
  

ConstrucGve	
  Interference	
  

DestrucGve	
  Interference	
  

Superposition (Interference) of Waves 

Waves	
  are	
  IN-­‐PHASE	
  

Waves	
  are	
  OUT-­‐OF-­‐PHASE	
  

increase	
  in	
  amplitude	
  

decrease	
  in	
  amplitude	
  



Speed,	
  Wavelength	
  and	
  Frequency	
  

�

�

Time
1 sec

v = 2 Hz

v = 4 Hz

Long	
  λ	
  	
  ↔	
  	
  low	
  ν	
  

Short	
  λ	
  	
  ↔	
  	
  high	
  ν	
  

λ	
  	
  ν	
  =	
  c	
  

All	
  radiaGon	
  travels	
  at	
  speed	
  of	
  light,	
  c	
  =	
  	
  2.997958	
  x	
  108	
  m/s	
  	
  

Wavelength	
  λ	
  and	
  frequencyν	
  vary	
  inversely	
  

λ	
  

λ	
  



Electromagne0c	
  Radia0on	
  

ROYGBIV	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Long	
  λ	
  	
  ↔	
  	
  low	
  ν	
  Short	
  λ	
  	
  ↔	
  	
  high	
  ν	
  



Prism 

Screen     

Slit 

       

Source 

What is white light? 

The	
  Visible	
  Spectrum	
  

Which	
  colour	
  has	
  the	
  higher	
  frequency?	
  	
  
1	
  =	
  orange	
  
2	
  =	
  blue	
  

Screen 

Slit 

       

Source 

Prism 

Wavelength λ (nanometers, 10-9 m)	



λ	
  	
  ν	
  =	
  c	
  



Excited	
  Group	
  1	
  Elements	
  Revisited	
  

Sodium	
  vapour	
  lamps	
  give	
  off	
  a	
  yellowish	
  light	
  (street	
  ligh0ng)	
  with	
  a	
  wavelength	
  of	
  589	
  nm.	
  
What	
  is	
  the	
  frequency	
  of	
  this	
  radia7on?	
  	
  	
  

Li Na K 

But	
  we	
  s0ll	
  haven’t	
  determined	
  why	
  these	
  elements	
  radiate	
  different	
  colours?	
  	
  	
  



Black	
  Body	
  Radia0on	
  

The	
  Concept	
  of	
  Energy	
  QuanGzaGon:	
  
Max	
   Planck	
   studied	
   radia0on	
   emibed	
   from	
   black-­‐body	
   spheres.	
   He	
   proposed	
   that	
  
maber	
   could	
   be	
   viewed	
   as	
   a	
   bunch	
   of	
   vibra0ng	
   atoms,	
   each	
   giving	
   off	
   specific	
  
(quan7zed)	
   radiant	
  energy	
  that	
  depended	
  on	
  the	
  frequency	
  of	
  the	
  oscillaGons.	
  He	
  
suggested	
   that	
  energy	
  could	
  only	
  be	
  gained	
  or	
   lost	
   in	
  mulGples	
  of	
  a	
   fundamental	
  
amount	
  –	
  i.e.,	
  quanGzed	
  and	
  only	
  be	
  transferred	
  in	
  units	
  of	
  hν.	


	
  

	
   	
   	
   	
  E	
  =	
  n(hν) 
 
ν	
  =	
  Frequency	
  of	
  oscilla0on	
  
h	
  =	
  Planck's	
  constant	
  =	
  6.626	
  x	
  10-­‐34	
  J	
  s	
  
n	
  =	
  integer;	
  i.e.	
  1,	
  2,	
  3,	
  4	
  etc. 



Emission	
  Spectra	
  from	
  Atoms	
  
Every	
  atom	
  has	
  a	
  unique	
  emission	
  spectrum	
  	
  



Emission	
  Spectra	
  from	
  Atoms	
  
Every	
  atom	
  has	
  a	
  unique	
  emission	
  spectrum	
  	
  

Emission	
  spectra	
  are	
  the	
  fingerprint	
  of	
  atoms	
  



The	
  Line	
  Spectrum	
  of	
  Hydrogen	
  

E	
  =	
  RH	
  	
  
1	
  
n12	
  

1	
  
n22	
  

-­‐	
  

However,	
  Balmer	
  only	
  observed	
  a	
  por0on	
  of	
  the	
  spectrum.	
  
Generaliza0on	
  to	
  account	
  for	
  spectral	
   lines	
   in	
  the	
  UV	
  and	
  
IR	
  regions:	
  

where	
  n1	
  <	
  n2	
  

where	
  E	
  =	
  energy	
  of	
  light	
  emibed	
  from	
  H	
  atom	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  n	
  =	
  integer	
  greater	
  than	
  2	
  
	
  	
  	
  	
  RH	
  =	
  Rydberg	
  constant	
  for	
  hydrogen	
  (2.179	
  x	
  10-­‐18	
  J)	
  	
  

E	
  =	
  RH	
  	
  
1	
  
22	
  

1	
  
n2	
  

-­‐	
  Balmer’s	
  	
  original	
  empirical	
  equa0on:	
  



Electronic	
  Transi0ons	
  in	
  the	
  	
  
Hydrogen	
  Atom	
  

Series	
  are	
  defined	
  by	
  lowest	
  energy	
  
state:	
  
Lyman	
  Series	
  

↳  Ultraviolet	
  emission	
  (n1	
  =	
  1)	
  
Balmer	
  Series	
  

↳  Visible	
  emissions	
  (n1	
  =	
  2)	
  
Paschen	
  Series	
  

↳  Infrared	
  emissions	
  (n1	
  =	
  3)	
  
Brackeh	
  Series	
  

↳  Far	
  Infrared	
  emissions	
  (n1	
  =	
  4)	
  
Pfund	
  Series	
  

↳  Far	
  Infrared	
  emissions	
  (n1	
  =	
  5)	
  
Humphreys	
  Series	
  

↳  Far	
  Infrared	
  emissions	
  (n1	
  =	
  6)	
  En
er
gy
	
  L
ev
el
s	
  i
n	
  
H	
  
At
om

	
  



Explaining	
  the	
  Line	
  Spectra	
  of	
  Atoms	
  

The	
  common	
  view	
  of	
  the	
  atom	
  in	
  the	
  early	
  1900’s	
  was	
  the	
  following:	
  

↳ With	
  this	
  model,	
  any	
  orbit	
  is	
  possible	
  
↳ Any	
  electron	
  can	
  be	
  in	
  any	
  orbit,	
  so	
  any	
  energy	
  is	
  possible.	
  

Early	
  20th	
  Century	
  View	
  of	
  the	
  Atom	
  

1)	
  	
  Atoms	
  contain	
  protons	
  and	
  electrons	
  
2)	
  	
  Electrons	
  traveled	
  in	
  orbits	
  around	
  the	
  nucleus	
  at	
  high	
  veloci0es.	
  

This	
  is	
  not	
  consistent	
  with	
  experiment	
  or	
  even	
  with	
  the	
  observa0on	
  of	
  stable	
  atoms!	
  

It	
  took	
  nearly	
  100	
  years	
  of	
  science	
  to	
  explain	
  line	
  spectra	
  of	
  atoms.	
  	
  Major	
  advancements	
  
came	
  from:	
  

In	
   explaining	
   the	
   line	
   spectra	
   of	
   atoms,	
   a	
   picture	
   of	
   the	
   electronic	
   structure	
   of	
   atoms	
  
emerged.	
  

1)	
  	
  Niels	
  Bohr	
  	
  (QuanGzaGon	
  of	
  electron	
  energies)	
  

2)	
  	
  Louis	
  de	
  Broglie	
  (Wave-­‐ParGcle	
  Duality)	
  

3) 	
  Werner	
  Heisenberg	
  	
  (Uncertainty	
  Principle)	
  

4) 	
  Erwin	
  Schrödinger	
  	
  (Wave	
  EquaGon)	
  



Energy	
  of	
  an	
  Electron	
  in	
  a	
  Bohr	
  Atom	
  

Z	
  =	
  number	
  of	
  charges	
  on	
  the	
  nucleus	
  (1	
  for	
  H)	
  
e	
  =	
  charge	
  on	
  the	
  electron	
  (C)	
  	
  
r	
  =	
  distance	
  between	
  electron	
  and	
  nucleus	
  	
  
m	
  =	
  mass	
  of	
  the	
  electron	
  
v	
  =	
  velocity	
  of	
  the	
  electron 	
   	
   	
   	
  	
  
4πεo	
  =	
  permizvity	
  of	
  vacuum	
  

Bohr	
  assumed	
  that	
  the	
  electron	
  was	
  able	
  to	
  stay	
  in	
  an	
  orbit	
  around	
  the	
  nucleus	
  because	
  
of	
  a	
  balance	
  between	
  two	
  forces.	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Coulombic	
  force	
  of	
  abrac0on	
  =	
  Ze2/4πεor2	
  	
  
centrifugal	
  force	
  ac0ng	
  on	
  the	
  electron	
  =	
  mv2/r	
  	
  	
  

Ze2/4πεor2	
  =	
  mv2/r	
  	
  

Balancing	
  the	
  two	
  forces	
  gives:	
  

v2	
  =	
  Ze2/4πεorm	
  



Energy	
  of	
  an	
  Electron	
  in	
  a	
  Bohr	
  Atom	
  

By	
  equa0ng	
  the	
  two	
  expressions	
  we	
  can	
  calculate	
  the	
  radius	
  of	
  the	
  electron	
  orbit:	
  

r	
  =	
  n2h2εo/πme2Z	
  
Note:	
  	
  
This	
  expression	
  contains	
  a	
  series	
  of	
  constants	
  with	
  only	
  one	
  variable,	
  n.	
  	
  
	
  
When	
  n	
  =	
  1	
  we	
  have	
  the	
  first	
  Bohr	
  radius,	
  a0	
  =	
  0.0529	
  nm.	
  As	
  n	
  increases,	
  the	
  value	
  of	
  r	
  
increases	
  and	
  the	
  electron	
  is	
  further	
  away	
  from	
  the	
  nucleus.	
  

Bohr	
  also	
  assumed	
  that	
  the	
  angular	
  momentum	
  of	
  the	
  electron	
  was	
  quan7zed	
  so	
  that	
  it	
  
could	
  only	
  have	
  values	
  given	
  by	
  :	
  

	
   	
   	
   	
  mvr	
  =	
  nh/2π 	
  	
  	
  where	
  n	
  is	
  an	
  integer	
  =	
  1,2,3,4	
  etc.	
  

which	
  leads	
  to:	
  

	
   	
   	
   	
  v2	
  =	
  n2h2/(2π)2(mr)2	
  	
  

And	
  from	
  balancing	
  the	
  Coulombic	
  abrac0on	
  and	
  centrifugal	
  forces	
  we	
  know:	
  	
  

v2	
  =	
  Ze2/4πεorm	
  



Energy	
  of	
  an	
  Electron	
  in	
  a	
  Bohr	
  Atom	
  

E	
  =	
  -­‐	
   2π
2μZ2e4	
  

(4πεo)2h2	
  
	
  1	
  .	
  
n2	
  

Using	
  kine0c	
  energy	
  (1/2	
  mv2)	
  	
  we	
  can	
  find	
  E	
  for	
  each	
  value	
  of	
  n.	
  

=	
  	
  -­‐	
  RH	
  
	
  1	
  .	
  
n2	
  

n	
  =	
  quantum	
  number	
  =	
  1,	
  2,	
  3,	
  4,	
  etc.	
  	
  (integers	
  only!)	
  
	
  μ	
  =	
  reduced	
  mass	
  of	
  electron-­‐nucleus	
  combina0on	
  

1	
  
μ	
  

=	
   1	
  
me	
  

+	
   1	
  
mnucleus	
  

me	
   	
   	
  mass	
  of	
  electron,	
  9.11	
  x	
  10-­‐28	
  g 	
  	
  
mnucleus	
   	
  mass	
  of	
  nucleus	
  
Z	
   	
   	
  charge	
  of	
  nucleus	
  
e	
   	
   	
  charge	
  of	
  electron;	
  -­‐1.60	
  x	
  10-­‐19	
  C	
  
h	
   	
   	
  Planck’s	
  constant,	
  6.626	
  x	
  10-­‐34	
  J•s	
  
4πεo	
   	
  permizvity	
  of	
  a	
  vacuum	
  

Constants!	
  



Rydberg	
  Constant,	
  RH	
  

RH	
  =	
  
2π2µZ2e4 
(4πεo)2h2 

En	
  =	
  -­‐RH	
  
1	
  
n2	
  

Notes	
  about	
  E	
  (energy	
  of	
  an	
  electron	
  in	
  a	
  hydrogen	
  atom):	
  	
  	
  

1)  E	
  is	
  a	
  func0on	
  of	
  only	
  one	
  variable,	
  n,	
  and	
  a	
  series	
  of	
  constants	
  represented	
  by	
  RH.	
  

2)  n	
  can	
  only	
  have	
  integer	
  values,	
  thus	
  energy	
  is	
  quanGzed	
  and	
  can	
  only	
  have	
  certain	
  
values.	
  	
  

3)  E	
  is	
  nega0ve	
  due	
  to	
  abrac0ve	
  force	
  between	
  nucleus	
  and	
  electron.	
  	
  Large	
  nega0ve	
  
means	
  electron	
  is	
  more	
  stable	
  (closer	
  to	
  nucleus).	
  

= 2.179 x 10-18 J  



The	
  Bohr	
  Model	
  of	
  the	
  Hydrogen	
  Atom	
  

+	
  
n=1 

n=2 

n=3 

Ground	
  State	
  

QuanAzaAon	
  of	
  electron	
  energies	
  
Electrons	
  occupy	
  specific	
  energy	
  
levels,	
   iden0fied	
   by	
   a	
   quantum	
  
number,	
  n	
  =	
  1	
  to	
  ∞.	
  

n	
  =	
  1	
  corresponds	
  to	
  the	
  lowest	
  
energy	
  state	
  or	
  ground	
  state.	
  

n	
  >	
  1	
  corresponds	
  to	
  

n	
  >	
  ∞	
  corresponds	
  to	
  



1.	
  	
  	
  When	
  an	
  atom	
  absorbs	
  energy,	
  an	
  electron	
  jumps	
  from	
  the	
  lower	
  energy	
  ground	
  state	
  
to	
  a	
  higher	
  energy	
  excited	
  state.	
  

absorbs	
  energy	
  

2.	
  	
  When	
  the	
  electron	
  returns	
  to	
  the	
  ground	
  state	
  ,	
  it	
  emits energy	
  in	
  the	
  form	
  of	
  light.	
  	
  

emits	
  light	
  

Bohr	
  Model	
  Explana0on	
  of	
  	
  
Line	
  Spectrum	
  



Bohr	
  Model	
  Explana0on	
  of	
  	
  
Line	
  Spectrum	
  

Energy	
  of	
  
light	
  emibed	
  

energy	
  of	
  
excited	
  state	
  

energy	
  of	
  
ground	
  state	
  =	
   -­‐	
  

Eh	
  -­‐	
  El	
  =	
  -­‐RH	
  	
  
1	
  
nh2	
  

1	
  
nl2	
  

-­‐	
  Energy	
  of	
  light	
  =	
  	
  

En	
  =	
  -­‐RH	
  
	
  1	
  .	
  
	
  n2	
  

+	
  

Example	
   1:	
   What	
   energy	
   of	
   light	
   is	
  
emibed	
  in	
  the	
  electronic	
  transi0on	
  from	
  
n	
   =	
   2	
   to	
   the	
   ground	
   state	
   (n	
   =	
   1)	
   in	
   a	
  
hydrogen	
  atom?	
  	
  

Example	
   2:	
   What	
   wavelength	
   of	
   light	
  
does	
  this	
  energy	
  change	
  correspond	
  to?	
  

=	
  RH	
  	
  
1	
  
nl2	
  

1	
  
nh2	
  

-­‐	
  



Hydrogen	
  Emission	
  Spectrum	
  Revisited	
  

n = 4 

n = 1 Ground state 

n = 2 

n = 3 

n = ∞     Ion 

Excited 
states 

...
 

En
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For the Lyman series, nf  = 1 and ni = 2, 3, 4 …  

For the Balmer series, nf = 2 and ni = 3, 4, 5… 

For the Paschen series, nf = 3 and ni = 4, 5, 6… 



Spectroscopic	
  Line	
  Frequencies	
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n	
  =	
  1	
  

n	
  =	
  2	
  

n	
  =	
  3	
  
n	
  =	
  4	
  
n	
  =	
  ∞	
  

En
er
gy
	
  

Lyman	
  Series	
  (UV)	
  

Balmer	
  (Vis)	
  

Paschen	
  (IR)	
  

Exercises:	
  

1.	
  Derive	
  the	
  frequency	
  of	
  1st	
  line	
  of	
  Balmer	
  
series	
  for	
  H	
  atoms.	
  

	
  

2.	
  Derive	
  the	
  wavelength	
  of	
  3rd	
  line	
  of	
  
Paschen	
  series	
  for	
  H	
  atoms.	
  

	
  

3.	
  Calculate	
  the	
  frequency	
  of	
  the	
  1st	
  Lyman	
  
line	
  for	
  H	
  atoms.	
  

	
  

4.	
  Predict	
  the	
  ionizaGon	
  energy	
  for	
  H	
  atoms.	
  



Evalua0on	
  of	
  the	
  Bohr	
  Model	
  
	
  
Success:	
  It	
  explains	
  the	
  observed	
  line	
  spectrum	
  of	
  the	
  hydrogen	
  atom.	
  	
  

	
  
Bohr	
  won	
  the	
  Nobel	
  Prize	
  in	
  1922	
  

	
  
Challenges:	
  It	
  does	
  NOT	
  explain	
  the	
  line	
  spectrum	
  of	
  any	
  other	
  element!	
  

SoluGon:	
  	
  De	
  Broglie	
  (1924)*	
  proposed	
  that	
  an	
  electron	
  (all	
  maber)	
  is	
  associated	
  with	
  a	
  
wavelength	
  -­‐	
  just	
  like	
  light.	
  	
  	
  	
  

The	
  Bohr	
  Conundrum	
  and	
  the	
  de	
  Broglie	
  SoluGon	
  

Problem:	
  	
  Orbi0ng	
  electrons	
  should	
  emit	
  light,	
  lose	
  energy	
  and	
  spiral	
  down	
  and	
  “burn	
  
up”	
  in	
  the	
  nucleus;	
  the	
  atom	
  should	
  collapse.	
  	
  

*Davison	
  and	
  Germer	
  (in	
  1927)	
  demonstrated	
  that	
  electrons	
  have	
  wave	
  proper0es	
  -­‐	
  
show	
  interference	
  fringes	
  like	
  X-­‐rays.	
  



de	
  Broglie	
  and	
  Wave-­‐Par0cle	
  Duality	
  
de	
  Broglie	
  (1924)	
  

•  proposed	
  that	
  all	
  moving	
  objects	
  have	
  wave	
  proper7es.	
  

For	
  any	
  parGcle:	
  

m v
h

=
λ

momentum	
  
wavelength	
  

Planck’s	
  constant	
  

The	
  wavelength	
  of	
  a	
  par0cle	
  is	
  related	
  to	
  its	
  mass	
  and	
  velocity	
  

When	
  electrons	
  pass	
  through	
  a	
  thin	
  metal	
  foil,	
  
they	
   create	
   a	
   diffrac0on	
   pabern,	
   due	
   to	
  
construc0ve	
   and	
   destruc0ve	
   interference	
   of	
  
waves.	
  

Electrons	
  have	
  characteris0cs	
  	
  
of	
  both	
  waves	
  and	
  par0cles.	
  

This	
  is	
  called	
  wave-­‐parAcle	
  duality	
  

Experimental	
  Evidence	
  of	
  Wave	
  ProperGes	
  of	
  Electrons:	
  



Wave	
  Proper0es	
  of	
  Moving	
  Objects	
  

A	
  115	
  g	
  ball	
  moving	
  100	
  mph	
  has	
  λ	
  =	
  1.3	
  x	
  10-­‐32	
  cm	
  

An	
  electron	
  with	
  velocity	
  =	
  1.9	
  x	
  108	
  cm/s	
  has	
  λ	
  =	
  0.383	
  nm	
  

Small	
  objects	
  have	
  larger,	
  observable	
  wavelengths:	
  

The	
  behavior	
  of	
  electrons	
  in	
  atoms	
  can	
  be	
  explained	
  	
  
by	
  treaGng	
  the	
  electrons	
  as	
  waves.	
  

λ	
  =	
  h/mv	
  

Large	
  objects	
  have	
  0ny	
  wavelengths	
  (undetectable):	
  



Exercise:  Compute the de Broglie Wavelength of (1) a tennis ball 
(mass 0.1 kg) moving at 10 m/s and (2) an electron (mass 9.11 × 
10-31 kg) moving at 106 m/s (1% speed of light) in an atom. 



Wave-­‐Par0cle	
  Duality…A	
  Summary	
  

Proton Baseball Electron Photon 

Wave-like Particle-like 

MASS 

➩  All	
  maher	
  and	
  energy	
  shows	
  both	
  parGcle-­‐like	
  and	
  wave-­‐like	
  properGes.	
  

➩  Large	
  pieces	
  of	
  maher	
  are	
  mainly	
  parGcle-­‐like,	
  with	
  very	
  short	
  wavelengths.	
  

➩  Small	
  pieces	
  of	
  maher	
  are	
  mainly	
  wave-­‐like	
  with	
  longer	
  wavelengths.	
  



Heisenberg	
  Uncertainty	
  Principle	
  

	
  Δ (mv) ×  Δ (x)  ≥  h/4π	
  

Speed	
  and	
  direcGon	
  of	
  electron	
  changes	
  following	
  collision	
  with	
  photon.	
  .	
  .	
  however,	
  
they	
  have	
  similar	
  wavelengths	
  (i.e.,	
  momentum).	
  

photon 

Before 

electron 

photon 

electron 

After Error in 
position 

Error	
  in	
  
momentum	
  

Quantum	
  theory	
  puts	
  a	
  limit	
  on	
  the	
  precision	
  of	
  measurements;	
  the	
  act	
  of	
  measurement	
  
changes	
  what	
  you're	
  trying	
  to	
  measure.	
  	
  We	
  cannot	
  know	
  both	
  the	
  exact	
  posi0on	
  and	
  the	
  
exact	
  momentum	
  of	
  a	
  par0cle.	
  .	
  .	
  	
  



Heisenberg	
  Uncertainty	
  Principle	
  
It	
  is	
  impossible	
  to	
  simultaneously	
  know	
  both	
  the	
  posiAon	
  of	
  a	
  parAcle	
  and	
  

the	
  parAcle’s	
  momentum	
  with	
  certainty.	
  

ΔxΔp ≥ h 
4π	



Δx 	
  uncertainty	
  in	
  posi0on	
  of	
  object	
  
Δp 	
  uncertainty	
  in	
  momentum	
  (mass	
  x	
  velocity)	
  of	
  object	
  

•  From	
  spectral	
  lines,	
  we	
  can	
  precisely	
  determine	
  the	
  energies	
  of	
  electrons	
  in	
  atoms.	
  	
  	
  
•  From	
  electron	
  energies,	
  we	
  can	
  determine	
  electron	
  momentum	
  with	
  lible	
  

uncertainty	
  (Δp	
  	
  is	
  small).	
  	
  	
  
•  Thus,	
  uncertainty	
  in	
  posi0on	
  of	
  electron	
  (Δx)	
  is	
  large.	
  



If a 145 g baseball has a speed of 22 m/s with an uncertainty of 
1.5%, with what precision can we measure the position of the 
baseball? 



If an electron has a speed of 2.05 x 106 m/s with an uncertainty 
of 1.5%, with what precision can we measure the position of the 
electron? 



We	
  cannot	
  describe	
  precise	
  orbits	
  of	
  electrons	
  (as	
  was	
  abempted	
  in	
  the	
  Bohr	
  model).	
  	
  	
  
	
  
We	
  can	
  only	
  describe	
  electron	
  orbitals:	
  regions	
  in	
  space	
  where	
  there	
  is	
  a	
  high	
  
probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron.	
  

From	
  mathema0cal	
  descrip0ons	
  of	
  orbitals,	
  we	
  can	
  predict	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  
electron	
  at	
  a	
  par0cular	
  loca0on.	
  

Consequences	
  of	
  Heisenberg	
  Uncertainty	
  Principle:	
  

For	
  large	
  (macroscopic)	
  par0cles:	
  	
  uncertainty	
  in	
  posi0on	
  or	
  velocity	
  is	
  negligible	
  rela7ve	
  to	
  
the	
  size	
  of	
  the	
  object.	
  
	
  
For	
  small	
  (subatomic)	
  par0cles:	
  	
  uncertainty	
  in	
  posi0on	
  or	
  velocity	
  is	
  enormous	
  rela7ve	
  to	
  
the	
  size	
  of	
  the	
  object.	
  

ParGcle	
  Size:	
  

Heisenberg	
  Uncertainty	
  Principle	
  



The	
  Schrödinger	
  Wave	
  Equa0on	
  

Premise	
  of	
  equa0on:	
  
electrons	
  have	
  wave	
  proper0es	
  

E.	
  Schrödinger	
  
1887-­‐1961	
  

In its simplest form:   H ψ = Eψ	



ψ:	
  	
  the	
  wave	
  funcAon	
  or	
  the	
  region	
  in	
  space	
  where	
  an	
  
electron	
  has	
  some	
  probability	
  of	
  being	
  found	
  
(atomic	
  orbitals)	
  

E:	
  	
  the	
  energy	
  of	
  the	
  electronic	
  state	
  represented	
  by	
  ψ	



Solu0ons	
  to	
  equa0on:	
  



The	
  Hamiltonian	
  Operator,	
  H	
  

Hψ	
  =	
  Eψ	



H = the Hamiltonian operator 

An operator is an instruction that explains the mathematical manipulation 
that should be carried out on the function that follows it.   
 
 
For example we can define H to mean “divide the function by 2” 
Define the function, ψ = 4x: 

Hψ = ψ/2 = (4x)/2 = 2x   



The	
   operaGon	
   can	
   be	
   performed	
   on	
   any	
   wave	
   funcGon	
   describing	
   an	
  
atomic	
   orbital.	
   Each	
   orbital	
   has	
   its	
   own	
   characterisAc	
   energy,	
   E,	
   and	
  
wave	
  funcGon, ψ. 
 

The	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  
The	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  can	
  be	
  translated	
  as	
  saying:	
  

“Find	
  a	
  funcAon	
  ψ which,	
  when	
  the	
  operaAon	
  specified	
  by	
  H	
  is	
  
performed	
  on	
  it,	
  it	
  gives	
  back	
  the	
  same	
  funcAon	
  mulAplied	
  by	
  E	
  
(the	
  electron’s	
  energy).”	
  	
  

H	
  ψ	
  =	
  Eψ	


(operator)(func0on)	
  =	
  (numerical	
  factor)	
  x	
  (same	
  func0on)	
  

Example:	
  Suppose	
  the	
  operator	
  was	
  an	
  instruc0on	
  to	
  differen0ate	
  a	
  func0on	
  twice.	
  
We	
  need	
  to	
  find	
  a	
  func0on	
  that	
  when	
  differen0ated	
  twice,	
  gives	
  us	
  the	
  same	
  func0on.	
  
	
  
e.g.,	
  ψ	
  =	
  sin	
  x;	
  	
  



The	
  Hamiltonian	
  Operator	
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h	
  =	
  Planck’s	
  constant	
  
m	
  =	
  mass	
  of	
  the	
  par0cle	
  

V(x,y,z)	
  =	
  potenGal	
  energy	
  resul0ng	
  from	
  electrosta0c	
  abrac0on	
  between	
  the	
  
electron	
  and	
  nucleus.	
  	
  

In	
  quantum	
  mechanics,	
  the	
  Hamiltonian	
  is	
  the	
  operator	
  corresponding	
  to	
  the	
  total	
  
energy	
  of	
  the	
  system.	
  



The	
  Hamiltonian	
  Operator	
  
The	
  Hamiltonian	
  Operator	
  instructs	
  us	
  to	
  mathema0cally	
  manipulate	
  the	
  wave	
  
func0on	
  as	
  follows.	
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A.	
  Take	
  the	
  second	
  deriva0ve	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  with	
  respect	
  to	
  x,	
  y,	
  and	
  z	
  then	
  
mul0ply	
  the	
  result	
  by	
  –h2/8π2m	
  

B.	
  	
  Mul0ply	
  the	
  wave	
  func0on	
  by	
  the	
  poten0al	
  energy	
  

C.	
  	
  Add	
  together	
  the	
  results	
  from	
  A	
  and	
  B	
  to	
  get	
  the	
  wave	
  func0on	
  mul0plied	
  by	
  E	
  

A B 



Interpreta0on	
  of	
  Wave	
  Func0on,	
  ψ	
  
ψ 	
  is	
  a	
  mathema0cal	
  func0on,	
  and	
  it	
  is	
  hard	
  to	
  ascribe	
  a	
  physical	
  meaning	
  to	
  it.	
  However,	
  

ψ2 represents	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  at	
  a	
  given	
  point.	



large ψ2 means	
  greater	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  
small  ψ2 means	
  lower	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  

Some	
  CondiGons	
  on	
  ψ	
  

1.  ψ	
  must	
  be	
  single-­‐valued.	
  If	
  ψ	
  had	
  more	
  than	
  one	
  value	
  at	
  a	
  given	
  point,	
  then	
  ψ2	
  
would	
  have	
  more	
  than	
  one	
  value,	
  meaning	
  there	
  would	
  be	
  two	
  different	
  probabili0es	
  
of	
  the	
  electron	
  being	
  at	
  one	
  given	
  point.	
  	
  This	
  is	
  nonsense.	
  	
  

2.  ψ	
  and	
  its	
  first	
  deriva0ves	
  must	
  be	
  con0nuous.	
  The	
  probability	
  must	
  be	
  defined	
  at	
  all	
  
posi0ons	
  in	
  space	
  and	
  cannot	
  change	
  abruptly	
  from	
  one	
  point	
  to	
  the	
  next.	
  

3.  ψ	
  must	
  approach	
  zero	
  as	
  r	
  (distance	
  from	
  nucleus)	
  approaches	
  infinity.	
  The	
  
probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  decreases	
  farther	
  from	
  the	
  nucleus.	
  

4.  The	
  probability,	
  summed	
  over	
  all	
  space,	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  must	
  be	
  equal	
  to	
  1.	
  	
  
i.e.	
  The	
  electron	
  MUST	
  be	
  somewhere!	
  



How	
  are	
  Electrons	
  Viewed	
  in	
  Atoms?	
  

Bohr: 	
  Electrons	
  energies	
  are	
  quan0zed	
  

De	
  Broglie: 	
  Electrons	
  are	
  “maber	
  waves”	
  (wave-­‐par0cle	
  duality)	
  

Heisenberg:	
   	
  We	
  cannot	
  determine	
  an	
  electron’s	
  precise	
  posi0on	
  
(Uncertainty	
  Principle)	
  

Schrödinger’s	
  Wave	
  EquaGon:	
  	
   	
  Hψ	
  =	
  Eψ	
  

The	
  wave	
  func0on	
  ψ	
  gives	
  us	
  a	
  descrip0on	
  of	
  
an	
  electron	
  (as	
  a	
  wave)	
  in	
  an	
  atom.	
  
	
  
E	
  gives	
  us	
  the	
  energy	
  of	
  that	
  electron	
  



Solving	
  Wave	
  Equa0ons	
  
The	
  mathema0cs	
  of	
  the	
  wave	
  equa0on	
  for	
  the	
  hydrogen	
  atom	
  is	
  very	
  complex	
  

(we	
  won’t	
  be	
  solving	
  it	
  here).	
  

HOWEVER	
  

A	
  simple	
  illustra0on	
  of	
  a	
  wave	
  equa0on	
  is	
  a	
  “PARTICLE	
  IN	
  A	
  ONE-­‐DIMENSIONAL	
  BOX.”	
  

3-­‐Dimensional	
  Wave	
  EquaGon:	
  	
  (electron	
  in	
  an	
  atom)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Simplify:	
  
1-­‐Dimensional	
  Wave	
  EquaGon:	
  	
  (par0cle	
  in	
  a	
  one-­‐dimensional	
  box	
  –	
  a	
  model)	
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Par0cle	
  has	
  mass,	
  m,	
  and	
  can	
  move	
  only	
  along	
  the	
  x-­‐axis.	
  	
  
(“y”	
  and	
  “z”	
  variables	
  are	
  eliminated	
  from	
  3-­‐D	
  equa0on)	
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ProperGes	
  of	
  Standing	
  Waves:	
  

1.  Peaks	
  and	
  troughs	
  occur	
  at	
  fixed	
  posi0ons	
  
(unlike	
  a	
  traveling	
  wave)	
  

2.  Amplitude	
  at	
  fixed	
  ends	
  is	
  zero	
  

3.  Wave	
  amplitude	
  varies	
  from	
  point	
  to	
  point	
  

4.  At	
  points	
  called	
  nodes	
  there	
  is	
  no	
  displacement	
  
(amplitude	
  =	
  zero)	
  

5.  The	
  full	
  length	
  of	
  the	
  string	
  is	
  equal	
  to	
  an	
  
integral	
  number	
  of	
  ½	
  wavelengths	
  

i.e.,	
  wavelength	
  is	
  quan0zed!	
  

Electrons,	
  as	
  standing	
  waves,	
  must	
  
exhibit	
  these	
  characteris0cs!	
  

Wave	
  Mechanics	
  



A	
  Par0cle	
  in	
  a	
  One-­‐Dimensional	
  Box	
  
Defined	
  Boundary	
  CondiGons	
  (The	
  Box):	
  

1.	
  	
   	
  The	
  par0cle	
  can	
  only	
  move	
  between	
  the	
  points	
  x	
  =	
  0	
  and	
  x	
  =	
  a	
  on	
  the	
  x	
  axis.	
  
x	
  

0	
   a	
  

2.  Outside	
  of	
  the	
  boundaries	
  x	
  =	
  0	
  and	
  x	
  =	
  a,	
  
V(x)	
  is	
  infinite,	
  preven0ng	
  the	
  par0cle	
  
from	
  exis0ng	
  in	
  this	
  region.	
  
	
   	
  V(x)	
  =	
  ∞	
  when	
  x	
  <	
  0	
  or	
  x	
  >	
  a	
  

3.  The	
  par0cle	
  has	
  zero	
  poten0al	
  energy	
  
when	
  it	
  is	
  located	
  anywhere	
  within	
  the	
  
points	
  x	
  =	
  0	
  and	
  x	
  =	
  a.	
  	
  
	
   	
  V(x)	
  =	
  0	
  when	
  x	
  ≥	
  0	
  and	
  x	
  ≤	
  a	
  



A	
  Par0cle	
  in	
  a	
  One-­‐Dimensional	
  Box	
  
Defined	
  Boundary	
  CondiGons	
  (The	
  Box):	
  

4.  The	
  probability,	
  summed	
  over	
  all	
  space	
  from	
  x	
  =	
  0	
  to	
  x	
  =	
  a,	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  
must	
  be	
  equal	
  to	
  1.	
  	
  i.e.	
  The	
  electron	
  MUST	
  be	
  somewhere	
  in	
  the	
  box!	
  

12 =∫ dx
allspace

Aψ

This	
  is	
  called	
  “normaliza0on”	
  of	
  the	
  wave	
  func0on.	
  
This	
  is	
  another	
  way	
  of	
  saying	
  that	
  the	
  electron	
  must	
  be	
  somewhere!	
  

Examples:	
  	
  
	
  Tossing	
  a	
  coin	
  –	
  0.5	
  heads;	
  0.5	
  tails;	
  ½	
  +	
  ½	
  =	
  1	
  
	
  Rolling	
  a	
  die	
  –	
  6	
  faces;	
  each	
  a	
  possible	
  outcome;	
  	
  ⅙ + ⅙ + ⅙ + ⅙ + ⅙ + ⅙ = 1	
  c	
  



Using	
  the	
  Boundary	
  Condi0ons	
  to	
  
Solve	
  the	
  1D	
  Wave	
  Equa0on	
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Note:	
  	
  Poten0al	
  Energy	
  is	
  zero	
  in	
  the	
  box.	
  	
  Kine0c	
  energy	
  is	
  NOT	
  zero,	
  and	
  we	
  will	
  
determine	
  exactly	
  what	
  it	
  is	
  by	
  solving	
  the	
  equa0on.	
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A�er	
  applying	
  boundary	
  condi0on	
  3,	
  the	
  wave	
  equa0on	
  simplifies:	
  



Using	
  the	
  Boundary	
  Condi0ons	
  to	
  
Solve	
  the	
  1D	
  Wave	
  Equa0on	
  

Note:	
  The	
  boundary	
  condi0ons	
  resemble	
  a	
  one-­‐dimensional	
  box	
  

x	
  
0	
   a	
  

V=	
  ∞	
  V=	
  ∞	
   V=0	
  

The	
  par0cle	
  in	
  the	
  box	
  acts	
  as	
  a	
  wave	
  and	
  is	
  described	
  by	
  ψ (which	
  we	
  must	
  determine).	
  

Can	
  you	
  visualize	
  what	
  ψ	
  will	
  look	
  like?	
  



Wave	
  Func0on	
  for	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  
Any	
  standing	
  wave	
  with	
  an	
   integral	
  number	
  of	
  ½	
  wavelengths	
  will	
  meet	
  the	
  requirement	
  of	
  
being	
  zero	
  at	
  x	
  =	
  0	
  and	
  x	
  =	
  a:	
  

n	
  λ	
  =	
  2	
  l	
  	
  	
  

l = 3
2
λ

l = 2
2
λ

l = 1
2
λ

n	
  =	
  3	
  	
  	
  

n	
  =	
  2	
  	
  	
  

n	
  =	
  1	
  	
  	
  

n	
  λ	
  =	
  2a	
  	
  	
  

OR	
  



Wave	
  Func0on	
  for	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  
The	
  most	
  general	
  func0on	
  for	
  a	
  one-­‐dimensional	
  wave	
  is:	
  

However,	
  the	
  wave	
  func0on	
  must	
  be	
  zero	
  at	
  x=0,	
  (e.g.,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  
therefore:	
  

Since	
  B	
  =	
  0,	
  the	
  wave	
  func0on	
  simplifies	
  to:	
  

Where	
  A,	
  B,	
  r,	
  and	
  s	
  are	
  constants	
  

ψ x( ) = Asin(rx)+Bcos(sx)

ψ x( ) = 0

0 = Asin(r0)+Bcos(s0)

ψ x( ) = Asin(rx)

0 = A(0)+B(1)
0 = B



Wave	
  Func0on	
  for	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  
Determina0on	
   of	
   the	
   wave	
   func0on	
   can	
   also	
   be	
   done	
   visually.	
   In	
   order	
   to	
   meet	
   the	
  
requirement	
  of	
  being	
  zero	
  at	
  x	
  =	
  0	
  and	
  x	
  =	
  a,	
  the	
  obvious	
  solu0on	
  is:	
  

l = 3
2
λ

l = 2
2
λ

l = 1
2
λ

ψ x( ) = Asin(rx)



Determining	
  the	
  Value	
  of	
  Constants	
  

But:	
  	
  
	
  	
  If	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  then	
                    at	
  all	
  x!	
  

	
  	
  	
  
	
  Thus	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and 

Based	
  on	
  the	
  first	
  boundary	
  condi0on,	
  we	
  know	
  that	
  at	
  	
  

1)	
  	
  Determining	
  r:	
  

Therefore:	
  

when	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  when	
  

To	
  solve,	
  we	
  recognize	
  that:	
  

ψ x( ) = Asin(rx)

x = a,ψ x( ) = 0

0 = Asin(ra)

Asin(ra) = 0 A = 0 sin(ra) = 0

ψ x( ) = 0A = 0

A ≠ 0 sin(ra) = 0



Solving	
  for	
  r	
  

a
nr π

=
n	
  must	
  be	
  an	
  integer	
  and	
  n	
  ≠	
  0	
  

From	
  trigonometry,	
  we	
  know	
  that	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  when	
  u	
  is	
  an	
  integer	
  mul0ple	
  of	
  
π	
  (i.e.	
  π,	
  2π,	
  3π,	
  etc..).	
  Thus,	
  

if	



This	
  results	
  in	
  QUANTIZATION	
  

Subs0tu0ng	
  this	
  value	
  for	
  r	
  into	
  the	
  wave	
  func0on,	
  we	
  find:	
  	
  

ψ(x) = Asin nπ x
a

!

"
#

$

%
&

(where	
  a	
  is	
  the	
  length	
  of	
  the	
  box)	
  

sin(u) = 0

sin(ra) = 0 ra = nπ



Solving	
  for	
  A	
  

Applying	
  boundary	
  condi0on	
  4	
  requires	
  normaliza0on	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  such	
  that:	
  

ψ 2 (x)∫ dx =1

(normaliza0on	
  guarantees	
  that	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  the	
  
par0cle	
  somewhere	
  in	
  the	
  box	
  is	
  1)	
  

ψ(x) = Asin nπ x
a

!

"
#

$

%
&

In	
  other	
  words,	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  the	
  electron	
  across	
  all	
  
possible	
  space	
  within	
  the	
  box	
  is	
  100%	
  



Solving	
  for	
  A	
  

1= A2 sin2 nπ x
a

!

"
#

$

%
&dx

0

a
∫

sin2(u) = 12 1− cos(2u)( )

The	
  integral	
  of	
  a	
  trig.	
  func0on	
  to	
  an	
  even	
  power	
  can	
  be	
  solved	
  using	
  the	
  following	
  
subs0tu0on:	
  

Sub	
  the	
  func0on	
  	
  	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  into	
  the	
  integral:	
  ψ(x) 

1= A2 sin2 nπ x
a

!

"
#

$

%
&dx

0

a
∫

The	
  constant	
  A2	
  can	
  be	
  removed	
  from	
  the	
  integral:	
  

So	
  we	
  can	
  write:	
  

1
A2

= 1
2 1− cos

2nπ x
a

"

#
$

%

&
'

"

#
$

%

&
'dx0

a
∫



Solving	
  for	
  A	
  

u = 2nπ x
a

 and du = 2nπ
a

dxThen	
  we	
  can	
  subs0tute 	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  ,	
  which	
  gives:	
  

1
A2

=
a
4nπ

1− cos(u)( )du
0

2nπ
∫

hbp://calc101.com/special_1.html	
  

*Note: the integration limits have changed as the integrand variable, x,  is replaced by u. 

Originally the limits were from 0 to a. Since u = 2nπ x
a

 the new limits are the values of u

evaluated at these points: u 0( ) = 0 and u a( ) =
2nπ (a)

a
= 2nπ



Solving	
  for	
  A	
  

4nπ
aA2 = u

2nπ

0
 - sin(u) 2nπ

0

4nπ
aA2

= 1− cos(u)( )du
0

2nπ
∫

4nπ
aA2

= du
0

2nπ
∫ − cos(u)du

0

2nπ
∫

Isola0ng	
  the	
  integral	
  gives:	
  

Splizng	
  the	
  integral	
  gives:	
  

Integra0ng	
  gives:	
  

4nπ
aA2

= 2nπ − 0( )− sin(2nπ )− sin(0)( )
0



Solving	
  for	
  A	
  

4nπ
aA2 = 2nπ

2
aA2 =1

2
a
= A2  ⇒  ∴  A = 2

a



Wave	
  Func0on	
  for	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

THE	
  FINAL	
  ANSWER!!	
  

ψ(x) = 2
a
sin nπ x

a
!

"
#

$

%
&

where:	
  	
  	
  a	
  is	
  the	
  length	
  of	
  the	
  “box”	
  	
  
	
   	
  n	
  is	
  any	
  integer	
  (1,	
  2,	
  3,	
  4,	
  ...)	
  and	
  n	
  ≠	
  0	
  

NOTE:	
  	
  n	
  cannot	
  be	
  zero	
  because	
  if	
  it	
  were,	
  ψ	
  would	
  be	
  zero	
  for	
  all	
  values	
  of	
  x,	
  
meaning	
  the	
  par0cle	
  does	
  not	
  exist.	
  



Interpreta0on	
  of	
  Wave	
  Func0on,	
  ψ	
  
ψ 	
  is	
  a	
  mathema0cal	
  func0on,	
  and	
  it	
  is	
  hard	
  to	
  ascribe	
  a	
  physical	
  meaning	
  to	
  it.	
  However,	
  

ψ2 represents	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  at	
  a	
  given	
  point.	



large ψ2 means	
  greater	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  
small  ψ2 means	
  lower	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  



Energy	
  of	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  
Solve	
  for	
  E	
  (energy)	
  by	
  subs0tu0ng	
  the	
  wave	
  func0on	
  ψ	
  into	
  the	
  wave	
  equa0on:	
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∂

∂

Find	
  the	
  2nd	
  deriva0ve	
  of	
  ψ,	
  knowing	
  that	
  ψ	
  =	
  A	
  sin	
  (rx)	
  :	
  	
  

Keep	
  in	
  mind	
  that:	
  
A	
  =	
  (2/a)1/2	
  	
  and	
  	
  	
  r	
  =	
  nπ/a	
  
However,	
  since	
  these	
  are	
  constants,	
  we	
  can	
  
just	
  leave	
  them	
  as	
  “A”	
  and	
  “r”	
  for	
  now,	
  then	
  
subs0tute	
  the	
  actual	
  values	
  back	
  in	
  at	
  the	
  
end.	
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Subs0tute	
  the	
  2nd	
  deriva0ve	
  of	
  ψ	
  into	
  the	
  wave	
  equa0on:	
  

Subs0tute	
  in	
  the	
  known	
  value	
  of	
  r:	
  

2

22

8ma
hnE

a
nr

=

=

  

  π



Energy	
  of	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

2

22

8ma
hnE =

The	
  restricAon	
  on	
  the	
  possible	
  values	
  of	
  n	
  results	
  in	
  a	
  restricAon	
  on	
  the	
  possible	
  values	
  of	
  E	
  
	
  

The	
  energy	
  of	
  a	
  par0cle	
  in	
  a	
  1-­‐D	
  box	
  is	
  QUANTIZED	
  

n 	
  integer	
  (1,2,	
  3,	
  ...)	
  
h 	
  Planck’s	
  constant	
  
m 	
  mass	
  par0cle	
  
a 	
  length	
  of	
  box	
  

constants	
  

QUANTUM	
  NUMBER	
  



Solu0ons	
  to	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  
for	
  a	
  Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

n 	
   	
  	
  	
  Wave	
  Func0on	
  (ψ) 	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Energy	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  

1	
  
a
x

a
π

ψ sin2
= 2

2

8ma
hE =

2	
  
a
x

a
π

ψ
2sin2

= 2

2

8
4
ma
hE =

3	
  
a
x

a
π

ψ
3sin2

= 2

2

8
9
ma
hE =

a
xn

a
π

ψ sin2
=

Wave	
  FuncGon:	
  

2
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Energy:	
  



Graphical	
  Representa0ons	
  of	
  Wave	
  
Func0ons	
  and	
  Their	
  Energies	
  

(See	
  also	
  Figure	
  2-­‐4,	
  p.	
  25	
  of	
  Miessler	
  and	
  Tarr)	
  

ψ2	
  represents	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  at	
  a	
  given	
  loca0on	
  in	
  the	
  box.	
  

0 a 0 a 
Energy 
levels 

a
xn

a
π

ψ sin2
=

2

22

8ma
hnE =



Wave	
  Func0ons	
  and	
  Sign	
  

The	
  wave	
  func0on	
  can	
  have	
  a	
  posi0ve	
  or	
  nega0ve	
  sign.	
  

ψ	
  
+ 

- 
+ + + + 

- - - 

This	
  has	
  nothing	
  to	
  do	
  with	
  charge	
  of	
  the	
  par0cle:	
  	
  it	
  is	
  purely	
  mathema0cal!	
  	
  
(No	
  physical	
  meaning)	
  	
  



Important	
  Principles	
  Regarding	
  a	
  
Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

A	
  node	
  in	
  a	
  wave	
  func0on	
  occurs	
  when	
  the	
  wave	
  func0on	
  changes	
  sign,	
  i.e.	
  when	
  ψ	
  =	
  0.	
  	
  	
  

Probability	
  of	
  finding	
  par0cle	
  =	
  ψ2	
  

1)	
  	
  	
  ψ	
  (and	
  ψ2)	
  depends	
  on	
  x	
  (posiAon)	
  and	
  n	
  

Moving	
  along	
  the	
  x	
  axis,	
  you	
  will	
  find	
  areas	
  of	
  high	
  probability	
  and	
  areas	
  of	
  low	
  probability	
  
of	
  finding	
  the	
  par0cle.	
  

Points	
  of	
  zero	
  probability	
  (ψ2	
  =	
  0)	
  are	
  called	
  NODES.	
  

+ 
- 

+ + 
- 

ψ2	
   ψ2	
  
ψ2	
  

ψ	
   ψ	
  
ψ	
  



As	
  n	
  increases,	
  the	
  energy	
  increases,	
  the	
  number	
  of	
  nodes	
  increases.	
  

n = 1 
n = 2 
n = 3 
n = 4 

n = 5 

n = 6 

Important	
  Principles	
  Regarding	
  a	
  
Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  



Important	
  Principles	
  Regarding	
  a	
  
Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

2)	
  	
  QUANTIZATION	
  of	
  Energy	
  

	
  The	
  energy	
  is	
  quan0zed:	
  	
  it	
  can	
  only	
  have	
  very	
  specific	
  values.	
  
	
  	
  

Energy	
  in	
  increments	
  of	
  
h2/(8ma2)	
  

1	
  	
  	
  (because	
  n	
  =	
  1)	
  

4	
  	
  	
  (because	
  n	
  =	
  2)	
  

9	
  	
  	
  (because	
  n	
  =	
  3)	
  

(Recall	
  that	
  this	
  quan0za0on	
  results	
  from	
  the	
  boundary	
  condi0on	
  that	
  ψ	
  =	
  0	
  at	
  x	
  =	
  a)	
  

2

22

8ma
hnE =

The	
  par0cle	
  cannot	
  have	
  energies	
  between	
  the	
  indicated	
  energy	
  levels.	
  



Important	
  Principles	
  Regarding	
  a	
  
Par0cle	
  in	
  a	
  Box	
  

3)	
  	
  ZERO-­‐POINT	
  ENERGY	
  

	
  The	
  energy	
  of	
  the	
  par0cle	
  in	
  the	
  box	
  is	
  never	
  zero!!	
  	
  	
  

	
  This	
  occurs	
  because	
  the	
  lowest	
  possible	
  value	
  for	
  n	
  is	
  1.	
  	
  	
  

	
  

	
  This	
  is	
  called	
  the	
  ZERO	
  POINT	
  ENERGY.	
  

a
xn

a
π

ψ sin2
= If	
  n	
  =	
  0,	
  then	
  ψ	
  =	
  0	
  at	
  all	
  values	
  of	
  x,	
  meaning	
  the	
  

par0cle	
  doesn’t	
  exist.	
  	
  Not	
  possible!	
  

If	
  n	
  =	
  1	
  is	
  the	
  lowest	
  possible	
  value	
  for	
  n,	
  then	
  the	
  lowest	
  possible	
  energy	
  for	
  the	
  
par0cle	
  is	
  h2/(8ma2).	
  	
  

2
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  1	
  



A	
  New	
  Dimension…Par0cle	
  on	
  a	
  Ring	
  

L

V = inf off ring

V = 0 on ring
Boundary 
 
conditions 

Energy	
  Levels	
  for	
  an	
  Electron	
  confined	
  to	
  a	
  Circular	
  Ring	
  

Finite, continuous and single 
valued → ψ ( x) = ψ ( x + L) 

nλ	
  =	
  L	
  =	
  2πr	
  



Quantum	
  Confinement	
  of	
  Electron	
  Waves	
  
The	
  Idea	
  

1-­‐D	
  Standing	
  Waves	
   Circular	
  Standing	
  Waves	
  

l	
  =	
  λ/2	
  

l	
  =	
  λ	
  

l	
  =	
  3λ/2	
  

Exact fit 

Exact fit            n λ = 2 π r 
(n = 1, 2, 3 ...) 

Mismatch 



Quantum	
  Confinement	
  of	
  Electron	
  Waves	
  
The	
  Applica0on	
  

Idea:	
  match	
  wavelength	
  of	
  electron	
  to	
  the	
  size	
  its	
  “orbit”	
  size	
  .	
  .	
  .	
  	
  

Square	
  of	
  wave	
  amplitude	
  ψ2	
  related	
  to	
  electron	
  
density	
  (probability).	
  	
  3λ = 2π r 

2λ = 2π r 

λ = 2π r Wave	
  ψ	
  must	
  wrap	
  exactly	
  around	
  
circumference	
  2π	
  r	
  of	
  its	
  “orbit”	
  

n	
  λ	
  =	
  2	
  π	
  r	
  	
  	
  	
  	
  (n	
  =	
  1,	
  2,	
  3	
  ...)	
  

Quantum	
  number	
  n	
  cannot	
  be	
  zero,	
  electron	
  
is	
  never	
  at	
  rest.	
  	
  



A	
  New	
  Dimension…Par0cle	
  on	
  a	
  Ring	
  

L

V = inf off ring

V = 0 on ring
Boundary 
 
conditions 

Energy	
  Levels	
  for	
  an	
  Electron	
  confined	
  to	
  a	
  Circular	
  Ring	
  

Finite,	
  con7nuous	
  and	
  single	
  
valued	
  →	
  ψ	
  (	
  x)	
  =	
  ψ	
  (	
  x	
  +	
  L)	
  

nλ	
  =	
  L	
  =	
  2πr	
  

n	
  =	
  0,	
  ±1,	
  ±	
  2,	
  ±3,	
  ....	
  and	
  L	
  =	
  n	
  λ	
  

ψ
π

n x A
n x
L

( ) sin=

ψ
π

n x B
in x
L

( ) exp=

ψ
π

n x A
n x
L

( ) cos=

Standing	
  waves	
  

1

h2

8mL2

n
16

4

En
2

00

E
h
m L

nn =
2

2
2

8
2( ) (Keep	
  in	
  mind	
  Euler’s	
  formula:	
  eix	
  =	
  cos	
  x	
  +	
  isinx)	
  	
  



Solving	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  for	
  
an	
  Electron	
  in	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

In	
  principle,	
  this	
  is	
  similar	
  to	
  solving	
  for	
  a	
  par0cle	
  in	
  a	
  1-­‐dimensional	
  box	
  (PIB).	
  In	
  prac0ce,	
  it	
  is	
  
mathema0cally	
  much	
  more	
  complicated	
  due	
  to	
  the	
  following:	
  

1)  Electrons	
  in	
  an	
  atom	
  move	
  in	
  three	
  dimensions:	
  x,	
  y,	
  and	
  z.	
  	
  (For	
  PIB,	
  we	
  only	
  used	
  x.)	
  
2)  Electrosta0c	
  abrac0on	
  between	
  electron	
  and	
  nucleus	
  gives	
  rise	
  to	
  a	
  poten0al	
  energy	
  

term.	
  	
  (We	
  assumed	
  V	
  =	
  0	
  for	
  PIB)	
  

3)  The	
  poten0al	
  energy	
  term	
  is	
  dependent	
  on	
  the	
  electron’s	
  posi0on	
  in	
  rela0on	
  to	
  the	
  
nucleus,	
  and	
  is	
  thus	
  a	
  func0on	
  of	
  all	
  three	
  coordinates:	
  	
  V(x,	
  y,	
  z).	
  

)()(
8 2

2

2

2

xEx
xm

h
ψψ

π
=⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂−

For	
  par0cle	
  in	
  a	
  box,	
  we	
  simplified	
  the	
  wave	
  equa0on	
  to	
  the	
  following:	
  

For	
  electrons	
  in	
  a	
  hydrogen	
  atom,	
  the	
  full	
  equa0on	
  must	
  be	
  used:	
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Solving	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  

Boundary	
  CondiGons	
  

1.  ψ	
  must	
  be	
  single-­‐valued.	
  	
  
If	
  ψ	
  had	
  more	
  than	
  one	
  value	
  at	
  a	
  given	
  point,	
  then	
  ψ2	
  would	
  have	
  more	
  than	
  one	
  
value,	
  meaning	
  there	
  would	
  be	
  two	
  different	
  probabili0es	
  of	
  the	
  electron	
  being	
  at	
  
one	
  given	
  point.	
  	
  This	
  is	
  nonsense.	
  	
  

2.  ψ	
  and	
  its	
  first	
  deriva0ves	
  must	
  be	
  con0nuous.	
  	
  
The	
  probability	
  must	
  be	
  defined	
  at	
  all	
  posi0ons	
  in	
  space	
  and	
  cannot	
  change	
  abruptly	
  
from	
  one	
  point	
  to	
  the	
  next.	
  

3.  ψ	
  must	
  approach	
  zero	
  as	
  r	
  (distance	
  from	
  nucleus)	
  approaches	
  infinity.	
  	
  
The	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  decreases	
  farther	
  from	
  the	
  nucleus.	
  

4.  The	
  probability,	
  summed	
  over	
  all	
  space,	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  must	
  be	
  equal	
  to	
  1.	
  	
  
i.e.	
  The	
  electron	
  MUST	
  be	
  somewhere!	
  

Similar	
  to	
  PIB,	
  we	
  must	
  set	
  boundary	
  condi0ons	
  for	
  an	
  electron	
  in	
  a	
  hydrogen	
  atom.	
  	
  

12 =∫ τψ d
allspace

A
This	
  is	
  called	
  “normaliza0on”	
  
of	
  the	
  wave	
  func0on.	
  



Use	
  of	
  Polar	
  Coordinates	
  

Because	
  we	
  are	
  interested	
  in	
  knowing	
  the	
  distance	
  between	
  the	
  nucleus	
  and	
  the	
  electron,	
  
polar	
  coordinates	
  are	
  more	
  convenient	
  than	
  Cartesian	
  coordinates.	
  

r 	
  distance	
  from	
  nucleus	
  

θ 	
  angle	
  from	
  z-­‐axis	
  
	
  (0	
  to	
  π	
  	
  or	
  	
  0	
  to	
  180o)	
  

ϕ 	
  angle	
  from	
  x-­‐axis	
  
	
  (0	
  to	
  2π	
  	
  or	
  	
  0	
  to	
  360o)	
  

Instead	
  of	
  looking	
  at	
  ψ(x,y,z),	
  
we	
  will	
  look	
  at	
  ψ(r,θ,φ)	
  	
  

(Nucleus	
  is	
  at	
  0,0,0)	
  
x = r sin θ cos φ 
y = r sin θ sin φ 
z = r cos θ 



Radial	
  and	
  Angular	
  Func0ons	
  of	
  ψ	
  

For	
  purposes	
  of	
  simplifying	
  the	
  wave	
  equa0on,	
  the	
  func0on	
  ψ(r,θ,φ)	
  can	
  be	
  broken	
  down	
  into	
  
two	
  parts,	
  an	
  angular	
  funcAon	
  and	
  a	
  radial	
  funcAon:	
  

ψ(r,θ,φ)	
  =	
  	
  R(r)	
  	
  Y(θ,φ)	
  
radial	
  

funcGon	
  
angular	
  
funcGon	
  

Radial	
  Func0on	
  R(r)	
  :	
  	
  	
  

•  Varia0on	
  of	
  the	
  orbital	
  with	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus	
  

Angular	
  Func0on	
  Y(θ,φ)	
  :	
  

•  The	
  shape	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  (or	
  orbital)	
  and	
  its	
  orienta0on	
  in	
  space.	
  

ψ(r,θ,φ)	
  



Quantum	
  Numbers	
  
Recall	
  the	
  parGcle	
  in	
  a	
  1-­‐dimensional	
  box:	
  

The	
  boundary	
  restric0ons	
  resulted	
  in	
  the	
  emergence	
  of	
  one	
  quantum	
  number,	
  n,	
  where	
  n	
  
must	
  be	
  an	
  integer.	
  

For	
  an	
  electron	
  in	
  a	
  3-­‐dimensional	
  hydrogen	
  atom:	
  

Solving	
  the	
  wave	
  equa0on	
  produces	
  3	
  quantum	
  numbers:	
  n,	
  l,	
  ml	
  	
  (instead	
  of	
  just	
  one	
  
quantum	
  number).	
  	
  

a
xn

a
π

ψ sin2
= 2
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Quantum	
  Numbers	
  



Quantum	
  Numbers	
  and	
  Orbital	
  Labels	
  
Quantum	
  Numbers	
  
•  n	
  :	
  	
  principal	
  (1,	
  2,	
  3,...)	
  	
  
•  l	
  	
  :	
  	
  angular	
  momentum	
  (l	
  =	
  0	
  (s),	
  1	
  (p),	
  2	
  (d),	
  3	
  (f),...,	
  n	
  -­‐1	
  )	
  
•  ml	
  	
  :	
  	
  magne0c	
  (-­‐	
  l,	
  (-­‐	
  l	
  +1),...,	
  (l	
  -­‐	
  1),	
  +	
  l;	
  	
  total	
  =	
  2	
  l	
  +	
  1)	
  	
  
•  ms	
  :	
  	
  spin	
  (±½)	
  

What	
  do	
  the	
  orbitals	
  look	
  like?	
  	
  We’ll	
  find	
  out	
  by	
  looking	
  at	
  the	
  solu0ons	
  to	
  the	
  wave	
  equa0on!	
  

Orbitals	
   are	
   named	
  
based	
  on	
  the	
  quantum	
  
numbers	
  n,	
  l,	
  and	
  ml	
  



Solu0ons	
  to	
  the	
  Wave	
  Equa0on	
  for	
  an	
  
Electron	
  in	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

ψ(r,θ,φ)	
  =	
  	
  R(r)	
  	
  Y(θ,φ)	
  
radial	
  

funcGon	
  
angular	
  
funcGon	
  

Radial	
  FuncGon	
  R(r):	
  	
  	
  

•  Varia0on	
  of	
  the	
  orbital	
  with	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus	
  

•  Depends	
  upon	
  quantum	
  numbers	
  n	
  and	
  l	
  	
  

Angular	
  FuncGon	
  Y(θ,φ):	
  

•  The	
  shape	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  (or	
  orbital)	
  and	
  its	
  orienta0on	
  in	
  space.	
  
•  Depends	
  upon	
  quantum	
  numbers	
  l	
  and	
  ml	
  



Hydrogenic	
  Wave	
  Func0ons	
  in	
  Polar	
  
Coordinates	
  	
  

Tables 2.3 & 2.4 



Important	
  Points	
  to	
  Wave	
  Func0ons	
  

1)  Plozng	
  these	
  wave	
  func0ons	
  gives	
  us	
  a	
  visual	
  idea	
  of	
  where	
  the	
  electron	
  
may	
  be	
  in	
  a	
  hydrogen	
  atom	
  (i.e.	
  orbitals)	
  
•  The	
  radial	
  wave	
  func0on	
  tells	
  us	
  how	
  far	
  from	
  the	
  nucleus	
  the	
  

electron	
  is	
  likely	
  to	
  be.	
  
•  The	
  angular	
  func0on	
  tells	
  us	
  the	
  shapes	
  of	
  the	
  orbitals.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

(e.g.,	
  spherical,	
  peanut-­‐shaped,	
  etc.)	
  

2)  By	
  combining	
  the	
  result	
  of	
  the	
  radial	
  func0ons	
  with	
  the	
  results	
  of	
  the	
  
angular	
  func0ons,	
  we	
  can	
  establish	
  an	
  overall	
  picture	
  of	
  each	
  electronic	
  
orbital	
  that	
  includes	
  both	
  size	
  (distance	
  from	
  nucleus)	
  and	
  shape.	
  



The	
  Radial	
  Func0on	
  R(r)	
  

1)  The	
  only	
  variable	
  in	
  R(r)	
  is	
  r	
  (the	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus)!	
  	
  It	
  is	
  independent	
  of	
  θ	
  
and	
  φ	
  

2)  The	
  func0on	
  R	
  depends	
  on	
  both	
  n	
  and	
  l,	
  but	
  not	
  on	
  ml	
  (i.e.,	
  a	
  2px	
  orbital	
  and	
  a	
  2py	
  
orbital	
  have	
  the	
  same	
  R,	
  but	
  a	
  2p	
  orbital	
  and	
  a	
  2s	
  orbital	
  have	
  different	
  R.)	
  

3)	
  	
  	
  	
  	
  The	
  Bohr	
  radius,	
  a0	
  =	
  52.9	
  pm	
  or	
  0.529	
  Angstroms	
  is	
  common	
  in	
  quantum	
  mechanics.	
  	
  
It	
  is	
  the	
  value	
  of	
  r	
  for	
  which	
  ψ2	
  is	
  the	
  greatest	
  in	
  a	
  hydrogen	
  1s	
  orbital	
  (n=1,	
  l=0).	
  	
  

The	
  most	
  important	
  informa0on	
  comes	
  from	
  looking	
  at	
  R2,	
  not	
  R.	
  	
  But	
  we	
  can	
  note	
  a	
  few	
  
things	
  from	
  R:	
  



Plots	
  of	
  Radial	
  Wave	
  Func0ons	
  

(Miessler	
  and	
  Tarr,	
  p.31	
  Fig.	
  2-­‐7)	
  



The	
  Radial	
  Probability	
  Func0on	
  

Recall,	
  for	
  ψ	
  :	
  	
  
	
  	
  ψ	
  	
   	
  wave	
  func0on	
  

ψ2 	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  at	
  a	
  given	
  loca0on	
  

Likewise,	
  for	
  R:	
  

R 	
  radial	
  wave	
  func0on	
  

4πr2R2 	
  radial	
  probability	
  funcAon	
  

	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  anywhere	
  on	
  a	
  spherical	
  surface	
  of	
  
radius	
  r	
  (where	
  the	
  nucleus	
  is	
  at	
  the	
  center	
  of	
  the	
  sphere).	
  	
  

(where	
  4πr2	
  is	
  the	
  formula	
  for	
  surface	
  area	
  of	
  a	
  sphere)	
  

(also	
  see	
  Fig	
  2-­‐5,	
  p.28)	
  

4πr2R2	
  



The	
  Radial	
  Probability	
  Func0on	
  
4πr2R2	
  

For	
  a	
  hydrogen	
  1s	
  orbital	
  (n=1,	
  l=0)	
  as	
  r	
  increases,	
  R2(r)	
  decreases.	
  	
  

The	
  maximum	
   represents	
   the	
   distance	
   from	
  
the	
   nucleus	
   at	
   which	
   the	
   electron	
   has	
   the	
  
greatest	
  probability	
  of	
  being	
  found.	
  	
  

4πr2R2	
  
R2 

4πr2	
  

Hydrogen	
  1s	
  orbital	
  

r 52.9 pm 

As	
  r	
  increases,	
  4πr2	
  increases.	
  

Thus,	
  when	
  the	
  two	
  are	
  combined:	
  4πr2R2	
  first	
  increases,	
  then	
  decreases,	
  resul0ng	
  in	
  
forma0on	
  of	
  a	
  maximum.	
  

↳ For	
  H	
  1s,	
  this	
  max	
  is	
  at	
  r	
  =	
  52.9	
  pm	
  
(the	
  Bohr	
  radius,	
  a0)	
  



From	
  Wave	
  Func0on	
  to	
  Radial	
  
Probability	
  Distribu0on	
  

Multiply 
together 

4π	
  r	
  2	
  
=	
  surface	
  
of	
  sphere	
  

r	
  

ψ	
  =	
  orbital	
  (wave	
  funcAon)	
  

Consider	
  a	
  2s	
  orbital	
  

node	
  

r	
  

4πr2	
  ψ2	
  	
  

=	
  radial	
  probability	
  
node	
  

r	
  

r	
  max	
  

ψ2	
  =	
  electron	
  density	
  
node	
  

r	
  

square	
  



Radial	
  Probability	
  Func0on	
  Plots	
  
In	
  these	
  plots:	
  
The	
  y-­‐axis	
  represents	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron.	
  

The	
  x-­‐axis	
  represents	
  the	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus	
  and	
  is	
  o�en	
  expressed	
  as	
  r/ao	
  
(i.e.	
  the	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus	
  relaAve	
  to	
  the	
  Bohr	
  radius).	
  	
  	
  

Hydrogen	
  1s	
  orbital	
  

The	
  two	
  plots	
  are	
  iden0cal,	
  but	
  
with	
  different	
  x-­‐axis	
  labels.	
  

r 
52.9 pm 

with	
  x	
  axis	
  as	
  r	
  

P
ro

ba
bi

lit
y 

r/ao 
1 

with	
  x	
  axis	
  as	
  r/a0	
  

P
ro

ba
bi

lit
y 



Radial	
  Probability	
  Func0on	
  Plots	
  

(Miessler	
  and	
  Tarr,	
  p.31	
  Fig.	
  2-­‐7)	
  

2p 

3p 3d 3s 

2s 

1s 

rmax increases 



Important	
  Points	
  Regarding	
  Radial	
  
Probability	
  Func0ons	
  

1)	
  	
  	
  	
  	
  For	
  all	
  orbitals,	
  4πr2R2	
  =	
  0	
  at	
  the	
  nucleus:	
  	
  there	
  is	
  zero	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  
electron	
  at	
  the	
  nucleus.	
  

2) 	
  Radial	
  Nodes	
  are	
  spherical	
  surfaces	
  at	
  a	
  given	
  distance,	
  r,	
  from	
  the	
  nucleus	
  upon	
  
which	
  there	
  is	
  zero	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  (i.e.,	
  4πr2R2	
  =	
  0)	
  

	
  Radial	
  Nodes	
  occur	
  when	
  the	
  radial	
  wave	
  func0on,	
  R(r),	
  changes	
  sign.	
  	
  i.e.	
  	
  R(r)	
  =	
  0	
  
(which	
  causes	
  4πr2R2	
  =	
  0)	
  

	
  The	
  nucleus	
  of	
  an	
  s	
  orbital	
  is	
  NOT	
  a	
  radial	
  node!	
  

Why?	
  	
  	
  	
  	
  

	
  Because	
  at	
  the	
  nucleus	
  R(r)	
  does	
  not	
  change	
  sign	
  	
  
(even	
  though	
  in	
  some	
  cases	
  it	
  might	
  be	
  zero.)
	
  	
  



Important	
  Points	
  Regarding	
  Radial	
  
Probability	
  Func0ons	
  

3)	
  	
  	
  	
  As	
  n	
  increases,	
  the	
  number	
  of	
  radial	
  nodes	
  increases.	
  	
  (Just	
  like	
  the	
  par0cle	
  in	
  a	
  
box!)	
  

	
  	
  #	
  radial	
  nodes	
  =	
  n	
  -­‐	
  l	
  -­‐	
  1	
  

e.g.	
  	
  For	
  a	
  1s	
  orbital	
  	
  n	
  =	
  1,	
  l	
  =	
  0:	
  
	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  For	
  a	
  2s	
  orbital	
  	
  n	
  =	
  2,	
  l	
  =	
  0	
  
	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  For	
  a	
  2p	
  orbital	
  	
  n	
  =	
  2,	
  l	
  =	
  1:	
  
	
   	
  	
  

NOTE:	
  	
  This	
  formula	
  is	
  only	
  for	
  radial	
  nodes!	
  	
  There	
  can	
  also	
  be	
  angular	
  nodes,	
  which	
  we	
  
will	
  discuss	
  later.	
  



Important	
  Points	
  Regarding	
  Radial	
  
Probability	
  Func0ons	
  

4)	
  	
  	
  	
  	
  As	
  n	
  increases,	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  farther	
  from	
  the	
  nucleus	
  
increases.	
  	
  (i.e.	
  orbitals	
  get	
  larger)	
  

	
  
5)	
  	
  	
  	
  	
  The	
  radial	
  probability	
  func0on	
  only	
  tell	
  us	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  the	
  electron	
  

somewhere	
  on	
  the	
  spherical	
  surface	
  with	
  radius	
  r.	
  	
  	
  
	
  

	
  The	
  radial	
  probability	
  func0on	
  DOES	
  NOT	
  tell	
  us	
  WHERE	
  on	
  that	
  spherical	
  surface	
  
the	
  electron	
  might	
  be	
  found.	
  

	
  
	
  For	
  example,	
  is	
  it	
  more	
  likely	
  to	
  be	
  found	
  on	
  the	
  le�	
  side	
  of	
  the	
  sphere	
  than	
  on	
  the	
  
right	
  side?	
  	
  Is	
  the	
  probability	
  evenly	
  distributed	
  over	
  the	
  en0re	
  surface	
  of	
  the	
  
sphere?	
  	
  To	
  answer	
  this	
  we	
  have	
  to	
  look	
  at	
  the	
  ANGULAR	
  WAVE	
  FUNCTION.	
  



Solu0ons	
  to	
  the	
  Wave	
  Equa0on	
  for	
  an	
  
Electron	
  in	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

ψ(r,θ,φ)	
  =	
  	
  R(r)	
  	
  Y(θ,φ)	
  
radial	
  

funcGon	
  
angular	
  
funcGon	
  

We	
  have	
  been	
  looking	
  at	
  the	
  solu0ons	
  to	
  the	
  radial	
  func0on.	
  

Next	
  we	
  will	
  look	
  at	
  the	
  solu0ons	
  to	
  the	
  angular	
  func0on.	
  

Finally,	
  we	
  will	
  see	
  how	
  the	
  radial	
  and	
  angular	
  func0ons	
  combine	
  to	
  give	
  us	
  the	
  overall	
  
wave	
  func0ons	
  (which	
  we	
  call	
  orbitals).	
  



Angular	
  Wave	
  Func0ons	
  
•  The	
  shape	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  (or	
  orbital)	
  and	
  its	
  orienta0on	
  in	
  space.	
  

•  Depends	
  upon	
  quantum	
  numbers	
  l	
  and	
  ml	
  

π2
1),,( =ΘΦ zyx

s-­‐orbitals:	
  l	
  =	
  0,	
  ml	
  =	
  0	
  

No0ce	
  that	
  this	
  is	
  expressed	
  in	
  Cartesian	
  coordinates!	
  



Hydrogenic	
  Wave	
  Func0ons	
  in	
  Polar	
  
Coordinates	
  	
  

Tables 2.3 & 2.4 



Angular	
  Wave	
  Func0ons	
  

Angular	
  Wave	
  Func0ons:	
  ΘΦ (x,y,z)	
  	
  

r
x

π
3

2
1

px 

r
y

π
3

2
1

py 

r
z

π
3

2
1

pz 

(For	
  the	
  polar	
  coordinate	
  expression	
  see	
  Table	
  2-­‐3)	
  

p-­‐orbitals:	
  l	
  =	
  1,	
  ml	
  =	
  -­‐1,	
  0,	
  +1	
  



Angular	
  Wave	
  Func0ons	
  

Angular	
  Wave	
  Func0ons:	
  ΘΦ (x,y,z)	
  	
  

d-­‐orbitals:	
  l	
  =	
  2,	
  ml	
  =	
  -­‐2,	
  -­‐1,	
  0,	
  +1,	
  +2	
  

dxy 

2
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Angular	
  Wave	
  Func0ons	
  

Angular	
  Wave	
  Func0ons:	
  ΘΦ (x,y,z)	
  	
  

d-­‐orbitals:	
  l	
  =	
  2,	
  ml	
  =	
  -­‐2,	
  -­‐1,	
  0,	
  +1,	
  +2	
  

2

22 )(15
4
1

r
yx −

π

dx2-y2 

( )
2

22225
4
1

r
yxz −−

π

dz2 



Sign	
  of	
  the	
  Angular	
  Wave	
  Func0on	
  

O�en,	
  orbitals	
  are	
  shaded	
  to	
  indicate	
  the	
  opposite	
  signs	
  of	
  the	
  wave	
  func0on.	
  

The	
  probabili0es	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  are	
  the	
  same	
  in	
  shaded	
  and	
  non-­‐shaded	
  regions	
  
because	
  probability	
  is	
  equal	
  to	
  Ψ2,	
  which	
  is	
  always	
  posi0ve.	
  

+ 

- 

- 

+ 

(which	
  color	
  is	
  +	
  and	
  which	
  color	
  is	
  –	
  is	
  arbitrary)	
  



Nodes	
  

Radial	
  Nodes	
  	
  
•  Spherical	
  surfaces	
  of	
  radius	
  r	
  upon	
  which	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  is	
  zero.	
  	
  
•  Occur	
  when	
  the	
  radial	
  wave	
  func0on	
  changes	
  sign	
  (when	
  R(r)	
  =	
  0).	
  

	
  

Angular	
  Nodes	
  
•  Either	
  planar	
  or	
  conical	
  surfaces	
  upon	
  which	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  is	
  zero.	
  	
  	
  
•  Occur	
  when	
  the	
  angular	
  wave	
  func0on	
  changes	
  sign	
  (when	
  Y(θ,φ)	
  =	
  0).	
  

surfaces	
  upon	
  which	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  and	
  electron	
  is	
  zero	
  



Angular	
  Node	
  of	
  a	
  pz	
  Orbital	
  
Example:	
  Describe	
  the	
  angular	
  nodal	
  surface	
  for	
  a	
  pz	
  orbital.	
  

This	
  is	
  solved	
  by	
  making	
  z	
  =	
  0.	
  Thus,	
  an	
  angular	
  node	
  exists	
  where	
  z	
  =	
  0	
  (i.e.,	
  the	
  xy	
  plane)	
  

The	
  angular	
  wave	
  func0on	
  for	
  a	
  pz	
  orbital:	
  
r
z

π
3

2
1

Therefore,	
   03
2
1

=
r
z

π

At	
  an	
  angular	
  nodal	
  surface,	
  Y(θ,φ)	
  =	
  0	
  

This	
  is	
  a	
  planar	
  node	
  



Angular	
  Node	
  of	
  a	
  dz2	
  Orbital	
  
Example:	
  Describe	
  the	
  angular	
  nodal	
  surface	
  for	
  a	
  dz2	
  orbital.	
  

This	
  is	
  solved	
  by	
  making	
  2z2	
  =	
  x2	
  +	
  y2	
  which	
  is	
  the	
  equa0on	
  for	
  a	
  cone.	
  	
  
Thus,	
  an	
  angular	
  node	
  of	
  the	
  conical	
  type	
  exists	
  where	
  2z2	
  =	
  x2	
  +	
  y2	
  

( )
2

22225
4
1

r
yxz −−

π
The	
  angular	
  wave	
  func0on	
  for	
  a	
  dz2 orbital:	
  

( ) 025
4
1

2

222

=
−−

r
yxz

π
Therefore,	
  

At	
  an	
  angular	
  nodal	
  surface,	
  Y(θ,φ)	
  =	
  0	
  

This	
  is	
  a	
  
conical	
  node	
  



Coun0ng	
  Nodes	
  
#	
  radial	
  nodes	
  =	
  n	
  -­‐	
  l	
  -­‐	
  1	
  

Total	
  #	
  nodes	
  (radial	
  +	
  angular)	
  =	
  n	
  -­‐	
  1	
  

#	
  angular	
  nodes	
  =	
  l	
  

s	
  orbitals	
  (l=0): 	
  0	
  angular	
  nodes	
  

p	
  orbitals	
  (l=1): 	
  1	
  angular	
  node	
  

d	
  orbitals	
  (l=2): 	
  2	
  angular	
  nodes	
  



Prac0ce	
  Exercises	
  
1)  Describe	
  the	
  angular	
  nodal	
  surface	
  for	
  a	
  dx2-­‐y2	
  orbital,	
  which	
  has	
  

the	
  following	
  angular	
  wave	
  func0on	
  

	
  

2) 	
  In	
  a	
  3dx2-­‐y2	
  orbital	
  	
  
a)  how	
  many	
  angular	
  nodes	
  are	
  there?	
  
b)  how	
  many	
  radial	
  nodes	
  are	
  there?	
  

3) 	
  In	
  a	
  5dx2-­‐y2	
  orbital	
  	
  
a)  how	
  many	
  angular	
  nodes	
  are	
  there?	
  
b)  how	
  many	
  radial	
  nodes	
  are	
  there?	
  

2
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4
1

r
yxY −

=
π



Combining	
  Radial	
  and	
  Angular	
  	
  
Wave	
  Func0ons	
  

ψ(r,θ,φ)	
  =	
  	
  R(r)	
  	
  Y(θ,φ)	
  
radial	
  

funcGon	
  
angular	
  
funcGon	
  

Radial	
  FuncGon	
  R(r):	
  	
  	
  

•  Varia0on	
  of	
  the	
  orbital	
  with	
  distance	
  from	
  the	
  nucleus	
  

•  Depends	
  upon	
  quantum	
  numbers	
  n	
  and	
  l	
  	
  

Angular	
  FuncGon	
  Y(θ,φ):	
  

•  The	
  shape	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  (or	
  orbital)	
  and	
  its	
  orienta0on	
  in	
  space.	
  
•  Depends	
  upon	
  quantum	
  numbers	
  l	
  and	
  ml	
  



s-­‐Orbitals	
  (l	
  =	
  0)	
  

1s 2s 3s 

Size:	
  	
  as	
  n	
  increases,	
  size	
  increases	
  

Nodes:	
  angular	
  nodes	
  =	
  l	
  =	
  0	
  	
  (results	
  in	
  spherical	
  shape)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  radial	
  nodes	
  =	
  n	
  –	
  l	
  –	
  1	
  	
  à	
  	
  1s	
  =	
  0;	
  	
  2s	
  =	
  1;	
  	
  3s	
  =	
  2	
  
	
  	
  

Where	
  are	
  these	
  radial	
  nodes?	
  	
  Why	
  don’t	
  we	
  see	
  them?	
  



Boundary	
  Surfaces	
  

We	
  represent	
  orbitals	
  using	
  boundary	
  surfaces:	
  	
  regions	
  in	
  space	
  within	
  which	
  
the	
  probability	
  of	
  finding	
  the	
  electron	
  is	
  90%.	
  

Boundary	
  surfaces	
  only	
  show	
  us	
  the	
  outer	
  surface.	
  	
  There	
  can	
  be	
  nodes	
  on	
  
the	
  interior	
  layers	
  that	
  we	
  don’t	
  see.	
  

By	
  looking	
  at	
  orbital	
  cross-­‐sec0ons,	
  we	
  can	
  see	
  interior	
  nodes.	
  

↳ think	
  of	
  the	
  layers	
  within	
  an	
  onion	
  



Orbital	
  Cross-­‐Sec0ons	
  

Boundary	
  Surface	
  

Dot	
  Diagrams	
  



Radial	
  Nodes	
  in	
  s-­‐Orbitals	
  

1s Orbital 



Radial	
  Nodes	
  in	
  s-­‐Orbitals	
  

2s Orbital 



Radial	
  Nodes	
  in	
  s-­‐Orbitals	
  

3s Orbital 



p-­‐Orbitals	
  (l	
  =	
  1)	
  

2px 

3px 

2py 

3py 

2pz 

3pz 

Size:	
  	
  as	
  n	
  increases,	
  size	
  increases	
  

Nodes:	
  angular	
  nodes	
  =	
  l	
  =	
  1	
  	
  (results	
  in	
  barbell	
  or	
  dumbbell	
  shape)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  radial	
  nodes	
  =	
  n	
  –	
  l	
  –	
  1	
  	
  à	
  	
  2p	
  =	
  0;	
  3p	
  =	
  1;	
  4p	
  =	
  2	
  
	
  	
  



Nodes	
  in	
  p-­‐Orbitals	
  

2px	
   2py	
   2pz	
  

From	
  the	
  radial	
  probability	
  plots,	
  you	
  can	
  see	
  that	
  the	
  radial	
  wave	
  func0on	
  is	
  iden0cal	
  for	
  
px,	
  py,	
  and	
  pz.	
  The	
  only	
  thing	
  that	
  changes	
  is	
  the	
  angular	
  wave	
  func0on.	
  



Nodes	
  in	
  p-­‐Orbitals	
  

3px	
  



Nodes	
  in	
  p-­‐Orbitals	
  

3py	
  



Nodes	
  in	
  p-­‐Orbitals	
  

3pz	
  



Nodes	
  in	
  d-­‐Orbitals	
  (l	
  =	
  2)	
  
Nodes:	
  angular	
  nodes	
  =	
  l	
  =	
  2	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  radial	
  nodes	
  =	
  n	
  –	
  l	
  –	
  1	
  	
  à	
  	
  3d	
  =	
  0;	
  4d	
  =	
  1,	
  etc.	
  	
  

3dxy	
  



Nodes	
  in	
  d-­‐Orbitals	
  

3dxz	
  



Nodes	
  in	
  d-­‐Orbitals	
  

3dyz	
  



Nodes	
  in	
  d-­‐Orbitals	
  

3dx2-­‐y2	
  



Nodes	
  in	
  d-­‐Orbitals	
  

3dz2	
  



Contour	
  Maps	
  of	
  Orbitals	
  

Contour	
  maps	
  show	
  lines	
  of	
  
constant	
  electron	
  density	
  in	
  
a	
  cross	
  sec0on	
  of	
  an	
  atomic	
  
orbital.	
  
	
  
These	
  diagrams	
  can	
  make	
  it	
  
easier	
  to	
  see	
  nodes.	
  

Which	
  nodes	
  are	
  radial	
  
and	
  which	
  are	
  angular?	
  



Online	
  Resource:	
  The	
  Orbitron	
  

A	
  gallery	
  of	
  atomic	
  orbitals	
  and	
  molecular	
  orbitals	
  on	
  the	
  web.	
  	
  

•  images	
  represen0ng	
  atomic	
  orbitals	
  and	
  molecular	
  orbitals	
  
•  animated	
  plots	
  of	
  wave	
  func0ons	
  
•  animated	
  plots	
  of	
  electron	
  density	
  
•  “dot-­‐density”	
  plots	
  of	
  electron	
  density	
  
•  plots	
  of	
  radial	
  distribu0on	
  func0ons	
  

hbp://winter.group.shef.ac.uk/orbitron/	
  



Energies	
  from	
  the	
  	
  
Schrödinger	
  Equa0on	
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In	
  solving	
  the	
  Schrodinger	
  Equa0on,	
  we	
  find:	
  
1)  Values	
  for	
  ψ	
  (orbital	
  descrip0on)	
  
2)  Energies	
  associated	
  with	
  each	
  orbital	
  –	
  these	
  depend	
  only	
  on	
  n	
  
	
  

The	
  Schrödinger	
  Energy:	
   En	
  =	
  -­‐RH	
  
	
  1	
  .	
  
n2	
  

(Same	
  as	
  Bohr	
  Model!)	
  



Orbital	
  Energy	
  Level	
  in	
  the	
  	
  
Hydrogen	
  Atom	
  

Orbital	
   energies	
   depend	
  
only	
   on	
   the	
   principle	
  
quantum	
  number,	
  n.	
  

2s	
  and	
  2p	
  have	
  same	
  E	
  



Mul0-­‐Electronic	
  Atoms	
  

For	
  1	
  electron	
  atoms:	
  	
  	
  
➥  Poten0al	
  energy	
  depends	
  only	
  on	
  electron-­‐nuclear	
  abrac0on	
  	
  
➥  Thus,	
  the	
  poten0al	
  energy	
  depends	
  only	
  on	
  r	
  (distance	
  from	
  nucleus)	
  

For	
  mulA-­‐electron	
  atoms:	
  
➥  Poten0al	
  energy	
  depends	
  on:	
  

a) 	
  	
  electron-­‐nuclear	
  abrac0ons	
  
b)	
  	
  electron-­‐electron	
  repulsions	
  

➥  Thus,	
  the	
  poten0al	
  energy	
  por0on	
  of	
  the	
  equa0on	
  becomes	
  very	
  complicated.	
  

Adding	
  electrons	
  to	
  an	
  atom	
  makes	
  the	
  Schrödinger	
  equa0on	
  more	
  complicated:	
  



Mul0-­‐Electronic	
  Atoms	
  

The	
  Schrödinger	
  equaAon	
  can	
  not	
  be	
  exactly	
  solved	
  for	
  mulA-­‐electronic	
  atoms!	
  
	
  

Why?	
  	
  	
  
	
  

The	
   electron-­‐electron	
   repulsion	
   factor	
   depends	
   upon	
   the	
   distance	
   between	
   two	
  
electrons.	
  	
  	
  

To	
  solve	
   it,	
   it	
  would	
  be	
  necessary	
  to	
  know	
  the	
  exact	
   loca0on	
  of	
  each	
  electron,	
  which	
  
we	
  can	
  not	
  know!	
  

	
  
Therefore,	
  the	
  electron-­‐electron	
  repulsion	
  term	
  can	
  be,	
  at	
  best,	
  an	
  approxima0on.	
  
	
  
There	
   are	
  many	
  ways	
   to	
   carry	
   out	
   this	
   approxima0on,	
   and	
   you	
   can	
   learn	
   them	
   in	
   a	
  
computa0onal	
   chemistry	
   class.	
   Some	
   methods	
   of	
   approxima0on	
   give	
   beber	
   results	
  
than	
  others.	
  The	
  beber	
  approxima0ons	
  consume	
  more	
  computer	
  0me.	
  



Orbital	
  Levels	
  in	
  a	
  Many	
  Electron	
  Atom	
  

As	
   a	
   result	
   of	
   electron-­‐electron	
  
repulsion,	
   the	
   energies	
   of	
  
orbitals	
   for	
   a	
   mul0-­‐electronic	
  
atom	
  depend	
  on	
  both	
  n	
  and	
  l.	
  

An	
   electron	
   in	
   2p	
   has	
   a	
   higher	
  
energy	
   (less	
   stable)	
   than	
   an	
  
electron	
  in	
  2s.	
  



Summary	
  of	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  
for	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

ψ(r,θ,φ)	
  =	
  	
  R(r)	
  	
  Y(θ,φ)	
  
radial	
  

funcGon	
  
angular	
  
funcGon	
  

1)  The	
  Schrödinger	
  equa0on	
  treats	
  electrons	
  as	
  waves.	
  

2)  The	
  Schrödinger	
  equa0on	
  is	
  the	
  expressed	
  as	
  the	
  following:	
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3)  Solving	
  the	
  Schrödinger	
  equa0on	
  gives	
  the	
  wave	
  func0on	
  for	
  an	
  electron	
  (ψ)	
  and	
  its	
  
associated	
  energy.	
  

4)  The	
  wave	
  func0on	
  may	
  be	
  divided	
  into	
  radial	
  and	
  angular	
  components	
  as	
  follows:	
  



Summary	
  of	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  
for	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

5)  The	
  radial	
  func0on	
  shows	
  how	
  the	
  electron	
  distribu0on	
  in	
  the	
  atom	
  changes	
  at	
  
different	
  distances	
  from	
  the	
  nucleus.	
  	
  (i.e.	
  the	
  size	
  of	
  the	
  orbital).	
  
•  Radial	
  func0ons	
  depend	
  on	
  n	
  and	
  l	
  
•  For	
  a	
  given	
  orbital,	
  there	
  are	
  n-­‐l-­‐1	
  radial	
  nodes.	
  
•  These	
  radial	
  nodes	
  occur	
  when	
  R(r)	
  =	
  0	
  

6)  The	
  angular	
  func0on	
  shows	
  the	
  shape	
  of	
  the	
  orbital.	
  	
  
•  Angular	
  func0ons	
  depend	
  on	
  l	
  and	
  ml	
  
•  For	
  a	
  given	
  orbital,	
  there	
  are	
  l	
  angular	
  nodes.	
  	
  
•  These	
  angular	
  nodes	
  occur	
  when	
  Y(θ,φ)	
  =	
  0	
  

7)  In	
  solving	
  the	
  Schrodinger	
  Equa0on	
  for	
  a	
  hydrogen	
  atom,	
  three	
  quantum	
  numbers	
  
emerge:	
  	
  n,	
  l,	
  ml.	
  	
  We	
  define	
  the	
  orbitals	
  based	
  on	
  the	
  set	
  of	
  these	
  three	
  quantum	
  
numbers	
  

Quantum	
  Numbers	
  
•  n	
  :	
  	
  principal	
  (1,	
  2,	
  3,...)	
  	
  →	
  	
  radial	
  distribu7on,	
  orbital	
  size,	
  energy	
  
•  l	
  	
  :	
  	
  angular	
  momentum	
  (l	
  =	
  0	
  (s),	
  1	
  (p),	
  2	
  (d),	
  3	
  (f),...,	
  n	
  -­‐1	
  )	
  	
  →	
  	
  orbital	
  shape	
  
•  ml	
  	
  :	
  	
  magne0c	
  (-­‐	
  l,	
  (-­‐	
  l	
  +1),...,	
  (l	
  -­‐	
  1),	
  +	
  l;	
  	
  total	
  =	
  2	
  l	
  +	
  1)	
  	
  →	
  	
  orbital	
  orienta7on	
  



Summary	
  of	
  the	
  Schrödinger	
  Equa0on	
  
for	
  a	
  Hydrogen	
  Atom	
  

8)  The	
  square	
  of	
  the	
  wave	
  func0on	
  (ψ2)	
  gives	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  an	
  electron	
  
at	
  a	
  given	
  loca0on	
  in	
  the	
  atom.	
  	
  

➥  Orbitals	
  are	
  visualized	
  by	
  their	
  boundary	
  surfaces.	
  	
  These	
  are	
  surfaces	
  
within	
  which	
  there	
  is	
  a	
  90%	
  probability	
  of	
  finding	
  the	
  electron.	
  

➥  Orbital	
  energies	
  

↳  in	
  a	
  single-­‐electron	
  atom,	
  E	
  depends	
  only	
  on	
  the	
  quantum	
  
number	
  n.	
  	
  	
  

↳  in	
  a	
  mul0-­‐electron	
  atom,	
  E	
  depends	
  on	
  n	
  and	
  l	
  

↳ n	
  and	
  l	
  are	
  quan0zed	
  (have	
  restricted	
  values)	
  resul0ng	
  in	
  
quanAzaAon	
  of	
  E.	
  



Returning	
  to	
  the	
  Original	
  Ques0on	
  
How	
  can	
  the	
  line	
  spectra	
  of	
  atoms	
  be	
  explained?	
  

Line	
  Emission	
  Spectrum	
  of	
  Hydrogen	
  Atoms	
  

Schrödinger’s	
  wave	
  equa0on	
  gives	
  the	
  same	
  orbital	
  energies	
  as	
  does	
  Bohr’s	
  model.	
  

En	
  =	
  -­‐RH	
  
	
  1	
  .	
  
n2	
  

An	
  electron	
  absorbs	
  energy	
  and	
  jumps	
  to	
  a	
  higher	
  energy	
  orbital.	
  	
  When	
  it	
  returns	
  to	
  a	
  
lower	
  energy	
  orbital	
  it	
  emits	
  light.	
  

Schrödinger	
  Model	
  ExplanaGon	
  of	
  Line	
  Spectrum	
  for	
  Hydrogen	
  



Comparing	
  Bohr	
  and	
  Schrödinger	
  
Models?	
  

The	
  energies	
  for	
  a	
  single-­‐electron	
  hydrogen	
  atom	
  turn	
  out	
  the	
  be	
  the	
  same.	
  	
  Everything	
  
else	
  is	
  different.	
  

•  Bohr	
  model	
  describes	
  electrons	
  as	
  par0cles.	
  
•  Schrödinger	
  model	
  describes	
  electrons	
  as	
  waves.	
  

•  Bohr	
  describes	
  electrons	
  as	
  orbi0ng	
  around	
  the	
  nucleus:	
  loca0on	
  and	
  velocity	
  
can	
  be	
  calculated.	
  

•  Schrödinger	
  gives	
  probable	
  loca0ons	
  of	
  electrons	
  (orbitals),	
  but	
  it	
  is	
  impossible	
  to	
  
determine	
  exact	
  loca0ons	
  (Heisenberg	
  Uncertainty	
  Principle).	
  Electrons	
  DO	
  NOT	
  
ORBIT	
  the	
  nucleus!!!	
  

•  Bohr	
  model	
  cannot	
  be	
  extended	
  to	
  polyelectronic	
  atoms	
  
•  Schrödinger	
  model	
  can	
  be	
  extended	
  to	
  polyelectronic	
  atoms,	
  albeit	
  with	
  

mathema0cal	
  difficulty).	
  



E

0

-ve

Bohr Hydrogen E
R
nn
H= 2

Where does the 
electron go? 

l	
  = 0, 1, 2 . . .(n - 1)  (n values)  

ml	
  = 0, ±1, . .  ± l  (2l	
  + 1 values)  

n = 1, 2, 3 . . .  

Schrodinger Hydrogen 

Three quantum numbers 

n = 3 

n = 1 

n = 2 

n = 1, 2, 3 . . .  

One quantum number 

l =1 

l	
  = 2 

l = 0 

-1 
0 
+1 

-1 
0 
+1 

-2 
-1 
0 
+1 
+2 

(9) 

(4) 

(1) 


