MAT 1741 Introduction a l'algebre linéaire.
Automne 2014

1 Mardi 23 septembre 2014

Matrice

Définition
Une matrice (de nombres réels) de taille m x n est une liste de m x n nombres
réels arrangés dans m lignes et n colonnes.

Notation:
aip a2 - QAip
G21 Q22 -+ Q2p
A= = (aij)
Am1 Qm2 - Amn
Terminologie:

e a;; est dit 'élément de A dans la i®Me Jigne et la jM€ colonne

e On dit que A est de taille m x n.

Définition
L’ensemble des matrices (réelles) de taille m x n est

My = {A]A est une matrice m x n}.

Opérations canoniques:
1. Addition: Soient A = (a;j) € My, et B = (b;j) € M,,,. On définit
A+ B = (ai;) + (bij) = (ai; + bij)-
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2. Multiplication scalaire: Soit A = (a;;) € M, et k € R. On définit

kA= k(aij) = (k‘ aij).

Exemple
Soit

1 -1 0 200 2 0
A:[o 5 6]’32{1 1 1}’02{1 1]

Est-ce que les opérations suivantes sont bien définies? Si oui, calculer.
1. A+ Bet A+ C
2. 2Aet 0C

On a

(1 -1 0 20 0
ATB =g 5 6}+[111]

[ 1+2 =140 040
[ 0+1 541 6+1
_[3 =10

I 6 7

A+ C n’est pas définie car les deux matrices sont de tailles differentes.

B 1 =1 0] [2%1 2%(—1) 2%0
24 = 2[0 5 6]_{2*0 2x%5 2*6}

2 =2 0
— 1o 10 12

oA~ |

De meéme,

000
000
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Théoreme
L’ensemble M,, ,, des matrices de taille m x n muni des opérations canoniques
est un espace vectoriel.

Démonstration:

e Les deux opérations sont fermées (F1 et F2).

e El: La matrice nulle est 0 = (0) (c’est-a-dire une matrice de zéros),
puisque
A+0: (GU—FO) = ((I”) = A.

e E2: L'opposé de A € M,,,, est (—1)A, puisque

(—1)A+ A= (—ay) + (a;) = (—ay + a;) = (0) = 0.

o Les axiomes Al - A6 sont faciles a démontrer.

Sous-espaces vectoriels

Si V' est un espace vectoriel, nous pouvons souvent trouver un sous-ensemble
W C V tel que W est aussi un espace vectoriel si on utilise les mémes
opérations que sur V.

Exemple

R? est un espace vectoriel, et W = {(z,2z) |z € R} C R? est aussi un
espace vectoriel (vu comme exemple) lorsqu’on utilise les mémes opérations
canoniques dans R2. On dit alors que W est un sous-espace vectoriel de R2.

Définition

Soit V' un espace vectoriel. Un sous-ensemble W C V est appelé un sous-
espace vectoriel de V si W est un espace vectoriel (F1,F2,E1E2,A1-A6)
lorsqu’on utilise les mémes opérations que sur V.

Théoréme|Zéro et Opposé]
Soit V' un espace vectoriel. Soit u € V' et —u son opposé dans V. Si 0 est le
vecteur nul de V', alors

e Ju=20
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e c0=0
° —u:(—l)u.

Théoréme|Test du sous-espace vectoriel]
Soit V' un espace vectoriel et soit W un sous-ensemble de V. Alors W est un
sous-espace de V' si et seulement si :

1. 0 € W (c.-a-d. le vecteur zéro est aussi dans W)
2. W est fermé pour I'addition: ue W,veW =u+veW

3. W est fermé pour la multiplication par un scalaire: £k € R,v €¢ W =
kueW

Démonstration:

e On a El, F1 et F2. Al a A6 sont satisfaites puisque les éléments de W
sont des éléments de V.

e Soit w € W. Par F2, on a (—1)w € W et on sait que (—1)w = —w tel
que —w + w = 0. Alors, E2 est vérifiée.

Exemple

e Montrez que W = {f € F([0,1])| f(0) = 1} n’est pas un sous-espace
vectoriel de F'([0, 1]).

e Montrez que W = {f € F([0,1])] f(0) = 0} est un sous-espace vectoriel
de F([0,1]).
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Sous-espace engendré

Notation
Soit vq,...,vp des vecteurs d'un espace vectoriel V. L’ensemble de toutes
les combinaisons linéaires de vy, ..., vp est

L{v1,....vpt={aavi+cave+- -+ Vpla,...,c, € R}

Théoréme

Soit vq,...,vy des vecteurs d’un espace vectoriel V. Alors, £{vy,...,V
) ryvp ) ) y VP

est un sous-espace de V.

N.B.
On dit que L£{v1,...,Vp} est le sous-espace de V' engendré par {vy,...,vp}.
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Exemple
Démontrer que le sous-ensemble suivant de R? est un sous-espace vectoriel :

U:{(x,y,z)€R3]2x+y+z:O}.
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Rappel:

e Soit V' un espace vectoriel et soit W C V. On dit que W est un
sous-espace de V' si W est aussi un espace vectoriel.

e Est-ce que R? un sous-espace vectoriel de R3? Non, car R? n’est pas
un sous-ensemble de R3.
Par exemple, (1,0) € R? mais (1,0) ¢ R3.

e Soit V un espace vectoriel et vi,..., vy € V. On a démontré que
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vy, ..., Vv, c’est-a-
dire

L{vi,...,vg} ={a1vi+ -+ agvi|ay,...,ap € R},

est un sous-espace vectoriel de V.

o {vy,...,vi} est dit ’ensemble générateur de L{vy,..., v}
o L{vy,...,vg} est dit le sous-espace engendré par {vy,...,vy}.
Exemple

Soit Mj 5 I'espace vectoriel des matrices 2 x 2. Considérons le sous-ensemble
de Mo des matrices diagonales de taille 2 x 2 :

-3 Jfoes)

Démontrer que W est un sous-espace de M, 5 et obtenir un ensemble générateur
de W.
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Droite dans un espace vectoriel

Définition
Soit V' un espace vectoriel V' et soient vy, v € V tel que v est non-nul. Le

sous-ensemble
{weViw=vo+kv, keR}

de V est dit une droite passant par vy avec vecteur directeur v.
Exemple

Soit V' un espace vectoriel. Démontrer que toute droite passant par l'origine
est un sous-espace de V.
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Plan dans un espace vectoriel

Définition
Deux vecteurs u et v sont dits paralleles (ou colinéaires) s’il existe un
scalaire k£ tel que u = kv.

Définition
Soit V' un espace vectoriel et soient vg, vy, ve € V' tel que vy et vy sont des
vecteurs non-nuls et non-colinéaires. Le sous-ensemble

{W c V|W =vo+ ki vy +]{72V2, kl,kg € R}
de V est dit un plan passant par vy avec vecteurs directeurs vy, vo.

Exemple

e Soit V un espace vectoriel. Démontrer que tout plan passant par
I’origine est un sous-espace de V.

e Considérons W = {(z,y, 2)|2x +y — z = 0}. Déterminer un ensemble
générateur de W et décrire W géométriquement.
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Exemple
Soit V' un espace vectoriel. Démontrer que {0} est un sous-espace de V.

10
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Ensemble générateur de R” et P,

Exemple

e Soient e;, 1 <1i < n, les vecteurs dans R” décrits comme ci-dessous:

1 0 0
0 1 :
e = . , €2 = . € = .
! : 2 : 0
0 0 1
Démontrons que R" = L{e,...,e,}.
e Soit P, ={ap+ajz+...+a,2"ag,ai,...,a, € R}. Démontrons que

P, = L{1,z,2%... a"}.
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Remarque
L’ensemble générateur d'un espace vectoriel n’est pas unique.

Exemple
e Démontrer que {(1,2),(1,1)} est un ensemble générateur de R2.

e Est-ce que {1 + z, 2%} engendre P3?

12
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Combinaisons linéaires et ensembles générateurs

Théoreme
Soit V' un espace vectoriel et {vy, vo, ..., v} C V.
1. U = L{v1,vg,...,v;} est un sous-espace vectoriel de V.
2. Si W est un sous-espace vectoriel de V' tel que {vy, vy, ..., 00} C W,
alors L{vy,vq,..., v} C W.
En d’autre mots : L{vy,vs,...,vx} est le “plus petit” sous-espace vec-
toriel de V' qui contient {vy,vq, ..., %}
Exemple

Démontrer que Py = L{2? — z,z + 5, 2}.
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Dépendance et indépendance linéaire

Rappel
Deux vecteurs @ et ¥ sont colinéaires si et seulement si @ = kv ou U = [4.
(k, 1 scalaires).

En d’autres mots :
1l existe des scalaires a,b € R, au moins un de ces deux scalaires est non-nul,
tel que
at + b = 0.
La contreposée de cet énoncé est aussi tres importante :

Deux vecteurs sont non-collinéaires si et seulement si ai + bv' = 0 implique
a=0b=0.

Remarque
Les notions de dépendance linéaire et d’indépendance linéaire seront des
généralisations de la collinéarité.

Définition
Soit V' un espace vectoriel et soient vi,va, ..., vy des vecteurs appartenant
a V. On dit que 'ensemble {vq, vy, ..., vy} est linéairement indépendant, si
I’équation
cvi+...+cevp=0 (1)
n’admet que la solution ¢; = ¢y =--- =¢, = 0.
e L’équation (1) admet toujours la solution ¢; = co = - -+ = ¢ = 0. Alors

elle est dite la solution triviale.

e S’il existe une solution non-triviale, ¢’est-a-dire au moins un ¢; est non-

nul pouri = 1,..., k, alors on dit que {vy, vy, ..., vy} est linéairement
dépendant.

Remarque

Soit D = {vy,Vy,...,Vvi} un sous-ensemble linéairement dépendant d'un

espace vectoriel V. Alors, on peut écrire au moins un des vecteurs comme
une combinaison linéaire des autres vecteurs dans D.
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Exemple
Puisque,
(0,0,0) =2(3,3,1) — 6(1,1,1/3) + 0(1, 2,3)

alors
{(3,3,1),(1,1,1/3),(1,2,3)}

est un ensemble linéairement dépendant et on a
(1,1,1/3) = (1/3)(3,3,1) + 0(1,2,3).

Exemple
Déterminer si les ensembles suivants sont linéairement dépendants
ou linéairement indépendants.

1. {(1,0),(0,1)} dans R?
2. {(1,-1),(1,1)} dans R?
3. {(1,0),(0,1),(1,1)} dans R2,

D) (30w
D)3 2

6. {1,sinz, cosz} dans F([0,2n]),
7. {1,cos? z,sin” 2} dans F([0, 27]),
8. {(1,2,1)} dans R3,

9. {(1,2,3,-2),(0,0,0,0)} dans R*.
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Théoreme
Soit V' un espace vectoriel.

e Siv eV, {v} est linéairement indépendant < v # 0.

e Tout ensemble de vecteurs de V' qui contient le vecteur 0 est linéairement
dépendant.

Théoreme
Soit V un espace vectoriel et S = {vy,...,v,} C V. Soit H = L{vy,...,Vv,}
engendré par S.

e Si S est linéairement dépendant, c’est-a-dire un vecteur de S, disons
Vi, est une combinaison linéaire des autres vecteurs dans S. Alors
I’ensemble des vecteurs de S amputé de v, est aussi générateur de H.

Remarque
Le dernier théoreme montre qu'un ensemble générateur linéairement dépendant
peut étre réduit de taille.

Exemple
W = £{(1,0,0),(0,1,0),(2,3,0)}, mais (2,3,0) est une combinaison linéaire
de (1,0,0) et (0,1,0). Donc,

W = £{(1,0,0),(0,1,0),(2,3,0)} = £{(1,0,0),(0,1,0)}

Exemple
Montrez que

ﬁ{(L 1)7 (17 _1)7 (7’ _1)} = £{<17 1)? (17 _1)}'

Théoréme [Théoreme Fondamental
Soit V un espace vectoriel tel que V' = L{v,va,...,v,}. Si{uj,uy, ..., uy}
est un ensemble linéairement indépendent de V', alors m < n.
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Remarque

e Conséquence du théoreme: Un ensemble qui contient plus de vecteurs
qu'un ensemble générateur doit étre linéairement dépendant.

e ATTENTION : Le théoreme ne fait aucune observation sur les en-
sembles qui contiennent moins de vecteurs qu’'un ensemble générateur.

Base
Définition
Soit V' un espace vectoriel et {vy,vs,...,v,} C V. Ondit que {vy, v, ..., v,}
est une base de V si
1. V= L{v,v9,...,0,},

2. {v1,v9,...,v,} est linéairement indépendant.

Exemple
Démontrez que les ensembles suivants sont une base pour leurs espaces vec-
toriels respectifs.

1. {(1,0),(0,1)} dans R

2. {(1,-1),(1,1)} dans R?

3. {(2,1,0),(=1,0,1)} dans S = {(z,y,2) € R®|z — 2y + 2 = 0};
4. {1,cosz,sinx} dans L£{1,cosx,sinz} C F([0,27]).
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Base Canonique de R"

Définition
Soient e;, 1 < i < n, les vecteurs dans R™ décrits comme ci-dessous:

1 0 0
0 1 :
€ = . €2 = . ) y€n = i
1 2 : 0
0 0 1
L’ensemble {ey,...,e,} est dit la base canonique de R".

Exemple
e {(1,0),(0,1)} est la base canonique de R?.
e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est la base canonique de R3.

Base Canonique de P,

Définition

L’ensemble {1,z,2% ..., 2"} de polynomes de PP, est dit la base canonique
de P,,.

Exemple
e {1,z} est la base canonique de P;.
o {1,7,2%} est la base canonique de Py.

o {1,z,2% 23} est la base canonique de Ps.

Exemple
Démontrer que {1,1 + z,2? + x} est une base de P.

Remarque
Une base n’est pas unique!!
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o {1,z,2°} et {1,1+ z,2% + z} sont des bases pour Ps.

e {(1,0),(0,1)} et {(1,—1),(1,1)} sont des bases pour R?.

20



4 JEUDI 2 OCTOBRE 2014 21

4 Jeudi 2 octobre 2014

Question:
Est-ce que toutes les bases de V' contiennent le méme nombre d’éléments 7

Théoréme|Théoreme d’invariance]
Soit V' un espace vectoriel et supposons que {vy, va, ..., v, } et {wy, wa, ..., wy}
sont des bases de V. Alors, n = m.

Démonstration:
o {wy,wy,...,wy,} est une base de V, alors V. = L{w,ws,...,wy}.
Puisque {v, v, ...,v,} est linéairement indépendent, alors n < m par

le théoreme fondamental.

o {vy,v9,...,0,} est une base de V', alors V.= L{vy, va, ..., v, }. Puisque
{wy,wa, ..., v} est linéairement indépendent, alors m < n par le
théoreme fondamental.

Donc n = m.
Définition
Soit V' un espace vectoriel. S’il existe une base {vy, va, ..., v,} pour V (c.a.d.

on peut trouver un ensemble fini de vecteurs de V' qui est une base), on dit
que la dimension de V est n, et on écrit dimV = n.

Autrement (c.a.d. on ne peut pas trouver un ensemble fini de vecteurs de
V' qui est une base), on dit que V' est de dimension infinie, et on écrit
dimV = oc.

Par convention, dim {0} = 0.

Exemple
e dimR? = 2, puisque (1,0),(0,1) est une base de R
e dimR"™ = n, puisque {eq, e, ...,e,} est une base de R".
o dim M5 = 4 puisque
o) (oo) (v o) (o 1))
00/)’\0O0/’\10)’\ 01

est une base pour Mj .
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11 A1z ... Qg
Q21 Q22 ... Q24 .
o M,, = ] ] ) ] |a;; € R » est un espace vectoriel et
Qp1 Ap2 ... Qpq
dim M, , = pq.

S ={(z,y,2) € R®|x—2y+2z = 0}, dim S = 2 puisque {(2,1,0),(-1,0,1)}
est une base de S.

e dimP, = 3, puisque {1, z,x*} est une base de P,.
e dimP, = n + 1, puisque {1, 2,22, ...,2"} est une base de P,.
o V=F(R) (ouV = F(a,b])), dimV = cc.

Preuve : Supposons que F(R) est de dimension n < co. Alors tout ensemble
linéairement indépendant d’éléments de V' contient au plus n éléments. Par
contre, voici un ensemble linéairement indépendant d’éléments de V' qui con-
tient n + 1 éléments : il,x, 2?,...,2"} € F(R). Ceci contredit le fait que

nt1 él?érments
dimV =n. D’ou, dim F(R) = oo.

Lemme d’indépendance

Soit {vy,...,Vv,} un ensemble linéairement indépendant dans l'espace vecto-
riel V. Si w un vecteur de V' tel que w ¢ L{vy,...,v,}, alors {w,vy,...,v,}
est linéairement indépendant.

Démonstration:
Considérons 1'équation

cw+ovi+...+¢v,=0. (2)

Supposons que ¢ # 0, donc
C1 Co Cp
W:—;Vl—?VQ—...—;Vpeﬁ{vl,...,vp}.

C’est une contradiction, alors ¢ = 0. Donc, I'équation (2) devient
civi+...+¢v,=0.

e o s
D’olt ¢; = ¢3 = ... = ¢, = 0, par I'indépendance de {vy,...,v,}.
Ainsi, c=c1 =cp=...=¢, =0.



4 JEUDI 2 OCTOBRE 2014 23

Construction d’une base

Théoreme
Soit V' un espace vectoriel a dimension finie et soit H un sous-espace de V.

1. dim H <dimV.

2. Tout ensemble S de vecteurs dans H qui est linéairement indépendant
peut-étre élargi pour former une base de H.

3. Tout ensemble S de vecteurs dans H qui engendre H contient une
base de H.

Remarque:

e Le nombre de vecteurs dans un ensemble indépendant est au plus la
dimension de ’espace.

e Le nombre de vecteurs dans un ensemble générateur est au moins la
dimension de ’espace.

e Taille d'un ensemble 1.i < dim V' < Taille d'un ensemble qui engendre
V.

Théoréme|Théoreme de la base]
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, dim V' = n. Alors,

1. tout ensemble linéairement indépendant de n vecteurs de V' est une

base de V.

2. tout ensemble générateur de V' qui contient exactement n vecteurs est
une base de V.

Exemple
Soit S un ensemble de vecteurs dans l'espace vectoriel V. Construire une
base pour V basé sur S.

1. V:P3,S:{1,1+ZE}
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2. V=R S =1{(1,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,—3,0),(0,0,0,1), (1,2,3,4)}.

Théoreme
Soit V' un espace vectoriel a dimension finie et soit H un sous-espace de V.

1. dimH <dimV.

2.dimH=dmV &< H=YV.



5 MARDI 7 OCTOBRE 2014 25

5 Mardi 7 octobre 2014

Equations Linéaires

Définition

Une équation linéaire des variables (aussi dit inconnues) w1, s, ..., 2, est
une équation de la forme

11 + aso + ... +apx, =0

ou ai,as,...,a, sont des coefficients réels connus, 1, s, ..., z, sont des in-
connus (réels) et b est un terme constant réel connu.

Exemple
3331 — 51’2 + 81133 =09.

Définition
Un systeme d’équations linéaires des variables x1, xs, . . ., x, est une collection
d’équations linéaires de variable x1,zs,...,x,

a1l + a12X2 + ... + a1 nTn = bl

a2121 + a2 2X2 + ... + a2 nTy = bg

Um 11 + QmaTes + ... + AupTn = bp

Le systeme linéaire est dit m x n, ou m est le nombre d’équations et n est le
nombre d’inconnus.

Exemple
3[151 + X9 + x4 = 1
21’3 — Xy = 4
est un systeme linéaire 2 x 4.
Définition
1. Un systeme linéaire m x n est dit homogéne si by = by = ... = b, = 0.
2. Une solution du systeme linéaire m x n est un vecteur (z1,...,x,) € R"

qui satisfait chacune des m équations simultanément.
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Exemple
On considére le systeme linéaire

31 + @9 + xy = 1
2%3—334:4

1. Est-ce que le systeme est homogene?

2. Déterminer si chacun des vecteurs suivants est une solution du systeme.

L <O7 07 07 1)7
e (1,0,1,-2).

Exemple
On considére le systeme linéaire

3r1 + X9 + x4 = 0
20 — x4 = 0

1. Est-ce que le systeme est homogene?

2. Déterminer si chacun des vecteurs suivants est une solution du systeme.

e (0,0,0,0),
e (1,0,1,-2).
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Remarque
(0,0,...,0) € R™ est toujours une solution a un systéme linéaire homogene
m X n.

Définition

e [L’ensemble solution d’un syteme est I’ensemble de tous les solutions du
systeme.

e Une solution générale du systeme linéaire m x n est une solution qui
donne une description explicite de toutes les solutions. Nous verrons
qu’il y aura plusieurs fagons d’exprimer une solution générale.

Exemple

1. Déterminer une solution générale du systeme suivant

3l’1+$2 —|—l’4:1
21’3—1’4:4

2. Vérifier que votre solution générale est une solution de ce systeme.

3. Donner une description géométrique de I’ensemble solution.
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Exemple
Déterminez la solution générale pour chacun des systémes linéaires suivants.

1.
r1 + 219 4+ 3x3 = 4
T2 + I3 = 5
T3 =1
2.
I + x9 =1

2271 + 2{12'2 =1
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Définition
Un systeme linéaire est dit incompatible s’il ne possede pas de solutions.
Autrement on dit qu’il est compatible.

Théoreme
Un systeme linéaire avec coefficients réels (ou complexes) a exactement une
des propriétés suivantes :

1. il existe une solution unique,

2. il n’existe pas de solutions,

3. il existe une infinité de solutions.
Définition

On dit que deux systemes linéaires sont équivalents s’ils possedent le méme
ensemble solution.

Théoreme
Si on performe une des trois opérations (élémentaires) suivantes, alors nous
allons obtenir un systeme équivalent.

e [Remplacement] Remplacer une équation par sa somme avec un mul-
tiple d’'une autre équation dans le systeme.

e [Echange| Interchanger deux équations.
e [Cadrage] Multiplier une équation par une constante non-nulle.

Exemple
Utiliser les opérations élémentaires pour simplifier le systeme suivant et don-
ner une solution générale.

T2 + 3 = b
2x7 + 41’2 + 6;[‘3 =
X1 + 21’2 + 41’3 = 5

o8]
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Notation matricielle

Définition
Considérons une matrice:

e Une ligne (aussi dite rangée) de la matrice est dite non-nulle s’il y a au
moins un élément non-nul dans la ligne.

e [’élément non nul le plus a gauche d'une ligne non-nulle est dit:
élément de téte ou coefficient principal de la ligne.

Exemple

0 [4] 0 1
0 0 0 O
3] 11 -1

Les coefficients principaux de chaque ligne sont encadrés.

Définition
Une matrice est dite sous forme échelonnée si elle satisfait les deux condi-
tions suivantes :

1. Toutes les lignes non-nulles sont au-dessus de toutes les lignes nulles.

2. Chaque élément de téte d’une ligne se trouve dans une colonne a droite
de I’élément de téte de la ligne précédente.

Exemple

1 1 -1
0 O 1 est sous forme échelonnée.
0 0 0

Définition
Une matrice est dite sous forme échelonnée réduite si elle vérifie les trois
conditions suivantes :

1. La matrice est sous forme échelonnée.

2. Chaque élément de téte d'une ligne vaut 1.

3. Chaque élément de téte d’une ligne est le seul élément non-nul de sa
colonne.
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Exemple

1 0 5

0 O 10 | est sous forme échelonnée réduite.
0O 0 0 O

Exemple

Pour chaque matrice, déterminer si elle est sous forme échelonnée ou forme
échelonnée réduite.

31 1 -1 0000
(@ |00 0 O (b) |0 0 00
00 -5 1 0000
019 1 1 500
(¢) 10 0 1 —1 (d |0 010
000 0 00 01
Matrice augmentée d’un systeme
Remarque
Nous allons laisser tomber les noms des variables, les “=", les “+” et ainsi
de suite pour un systeme linéaire.
e.g.)
Ty + 2]32 + 31’3 + 41’4 = 5

To + x3 4+ x4 =4

sera écrit sous la forme d’une matrice augmentée du systéme

1 2 3 4|5
0111} 4
1 2 3 4 5
011 1)%=14
On dit que A € M, ,, est la matrice des coefficients et b est un élément de

R™, ¢’il y a m équations et n variables.

c.a.d sous la forme (A|b) tel que A = (

Remarque

e Supposons qu'une matrice est sous forme échelonnée. Une colonne qui
contient une téte de ligne est dite colonne pivot.
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e Soit une matrice augmentée sous forme échelonnée. Une variable qui
correspond a une colonne pivot est dite variable de base (ou variable
pivot). Sinon, elle est dite variable libre.

Exemple

{x1+2x2—x3 = 3 @[ 2 —13}

51y + 5bxy = 10 0 [5] 5 |10
T1, T9 sont des variables de bases et x3 est libre.

Exemple

1. Déterminer une solution générale au systeme suivant :

$1+2l’2—£€3 = 3
5$2 + 51’3 = 10

2. Déterminer une solution générale au systeme avec la matrice augmentée

suivante :
1 50 2 |4
0 01 —-516
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Définition
Il y a trois opérations élémentaires sur les lignes.

1. [Remplacement]| Remplacer une ligne par sa somme avec un multiple
d’un autre ligne.

2. [Echange] Echanger deux lignes.

3. [Cadrage] Multiplier tous les éléments d’une ligne par une constante
non-nulle.

Définition

Soit deux matrices A et B de méme taille. On dit que A et B sont équivalentes
par rapport aux lignes si l'on peut passer de I'une a 'autre par une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~ B.

Théoreme

Deux matrices augmentées [A;|b1] et [Az|bo] sont équivalentes par rapport aux
lignes si et seulement si les deux systemes correspondants sont équivalents
(dans le sens qu'ils ont le méme ensemble de solution).

Exemple
Démontrer que le systeme suivant est incompatible.

r1 + 22 = 1
i) + x3 5
ry + 3l‘2 + 2?[73 = 8
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Elimination de Gauss

Algorithme de Gauss : Soit la matrice augmentée

012 3| 4
2 4 6 8| 10
2 3 45| 6

Etape 1 : Si la matrice des coefficients est 0, STOP!
e.g. Ce n’est pas le cas pour notre exemple.

Etape 2 : Trouver la colonne non-nulle la plus a gauche. et si nécessaire,
permuter la ligne supérieure avec une autre ligne afin d’avoir un élément
non-nul comme 1¢" élément de cette colonne.

e.g.

Etape 3 : Mutiplier la jere rangée par une quantité appropriée afin d’obtenir

un pivot égale a 1 dans la jere ligne.

e.g.
Lsiin 12 3 4|5

~ 012 3|4

23 45|6

Etape 4 : Ajouter des multiples de la jere ligne a chacune des lignes dessous,
afin que chaque élément dessous le pivoit soit 0.

e.g.

1 2 3 4 bt

o 1 2 3 4

0 -1 -2 -3 | —4

L34)L372L1
Y

Etape 5 : Les opérations pour cette jere ligne sont terminées (pour I'instant).
Nous ignorons cette premiere ligne et colonne et on retourne a l'étape 1.
e.g.

1 2 3 4 5

0o 1 2 3 4

0 -1 -2 -3 | —4
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Etape 1 : Ce n'est pas le cas.
Etape 2 : Pas nécessaire de permuter.

Etape 3 : Pivot est déja un 1.

Etape 4: eg.
1 2 3 4|5
bamletta g1 2 3] 4
00 0O0]|O0
Etape 5 : On recommence.
e.g.
1 2 3 4|5
01 2 3|4
00 0O0|O0

Etape 1 : La sous-matrice 0 — STOP!

La matrice des coefficients est maintenant sous forme échelonnée. On con-
tinue pour transformer la matrice sous forme échelonnée réduite.

Etape 6 : En débutant avec le pivot le plus a la droite, on additionne des
multiples de sa ligne a chacune des lignes supérieures de telle sorte que le
pivot soit le seul élément non-nul de sa colonne. On continue aussi pour
chaque pivot de la droite vers la gauche successivement.

e.g.

10 -1 —-2| =3

01 2 3 4

00 0 O 0

L1—>L1—2L2
~

La matrice des coefficients est maintenant sous forme échelonnée réduite.
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Solution générale d’un systeme dont la matrice des coefficients est ELR :
e.g.

10 -1 -2 =3
01 2 3 4
00 0 O 0

1. Déterminer si le systeme est compatible ou non.
Si compatible,
2. Assigner des parametres aux variables libres.

eg. r3=setxy =t ous,teR

3. Exprimer les variables pivots (aussi dites de base) par rapport a ces
parametres.
e.g.
T, = —-34+s+2t
To = 4—2s—3t

Solution générale (forme vectorielle) :

T -3 1 2
) o 4 —2 -3 N
v | = 0 + s 1 +1 0 ou s,teR
Ty 0 0 1
Remarque

Quand on applique I'algortihme de Gauss au systeme avec la matrice aug-
mentée [A|b] afin d’obtenir le systéme avec la matrice augmentée (A|b) (ou

[A|b] est sous forme échelonnée réduite), les deux systemes ont le méme en-
semble solution.

Exemple

e Résoudre
21’1 — X2 + 21’3 = —4
35(]1 + 2ZE2 = 1
T + 3ZE2 — 6£L'3 = 5

e Résoudre
T — 5ZE2 — X3 = 1
21‘1 — X2 + 2$3 =
113}’2 - 4.1'3 = 1



6 JEUDI 9 OCTOBRE 2014 37

Théoreme
Toute matrice est équivalente a une matrice échelonnée réduite unique.

Remarque

L’algorithme de gauss fonctionne toujours!!.

Définition

Une position pivot dans une matrice A est celle qu'occupe un 1 de téte



6 JEUDI 9 OCTOBRE 2014 38

dans la forme échelonnée réduite de A. Une colonne de A qui contient une
position pivot est dite une colonne pivot.

Remarque
Le dernier théoreme implique que le nombre de pivots dans n’importe quelle
forme EL de A est égal au nombre de pivots dans la forme ELR de A.
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Définition
Le rang de la matrice A, rg(A), est défini comme étant le nombre de pivots
dans une forme EL de A.

e.g.
141\ 14 1)\
Y 230)7 01 2)7
(100 00Y_,
9\o1000)"
Remarque

Comme les pivots sont dans des lignes et des colonnes différentes, alors
rg(A) < nombre de lignes de A
rg(A) < nombre de colonnes de A.

Lien entre le rang et la solution générale

Exemple
1 0 1 010
(Alb) = 1 1 1 1 0
1 -1 1 -1 |1
L2 = L2 — Ll
Ls = Ly — I, 1 0 1 010
~ 0 1 0 1 0
0 -1 0 —-1]1
Ls = Ls + Ly 1 0101]0
~ 010110
0 00O0]|T1
Le systeme est donc incompatible. On note aussi que rg(A) = 2 et que
rg(Alb) = 3.
En général,

rg(A) <rg(Alb) <rg(A)+1
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Théoreme
Le systeme (A|b) est compatible si et seulement si rg(A) = rg(Alb).

Exemple
Est-ce que le systeme suivant est compatible ? Si oui, combien de parametres

possédera-t-il ?

012 3| 4
2 46 8|10
2 3 45| 6

Note :

Nombre de parametres = nombre de colonnes de A - rg(A)

Théoreme
Le systeme (A|b) possede une infinité de solutions si et seulement si

1. rg(A) = rg(A|b) (systeme est compatible),
2. rg(A) < nombre de colonnes de A.

Le systeme (A|b) posseéde une solution unique si et seulement si
1. rg(A) = rg(A|b) (systeme est compatible),

2. 7g(A) = nombre de colonnes de A.
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Produit matriciel

Notation : Soit A est une matrice m x n

ai Q12 ... Qin
. az 1 Q22 ... Q2n
m lignes . )
Am,1 Am2 - Omn
TV -
n colonnes

Définition

Soit A est une matrice m X n et B est une matrice n X p. Le produit de A
et B, dénoté AB, est la matrice m X p telle que son élément a la position
(4,7) (i®m° ligne, j°™° colonne) est le produit scalaire de la i®™° ligne de A et
la j*™¢ colonne de B.

Remarque
Le produit AB a un sens si et seulement si:
nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B.

e.g.
(128)3_01(1)_(1—210)
Q34 1 o 0 1 \3_33,
2x3 ~~ 2x4
3x3
Exemple
[ ]
1 2 3 T
4 5 6 Y
78 9 z
[ ]
a c
(123)def
g h 1
[ J
4
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4
5 (1 2 3)
—6

Deux faits importants concernants le produit matriciel :

1. Le produit matriciel est non-commutatif, c.a.d. AB # BA en général.

e.g.
01 0 0 10
a5 = (60)(0)=(00)
0 0 01 0 0
= (Vo) (00)=(0 1)
2. CD = O(matrice nulle) % C =0ou D =0
e.g.
1 —1\/12Y\ (00
-1 1 1 2) (00
Définition

Soit A = (a; ;) est une matrice m x n, alors la transposée de A est la matrice
de taille n x m et définie par A" = (b; ;) telle que b; ; = a;;.

1
(1 23 e
A_(456) A=12
3
Remarque

(A+B)l=A"+B
(kA)" = k(A
(At = A.

Exemple

D Ot W~

Propriétés:
Soit k € R, A, B, C des matrices telles que les sommes et les produits suivants
sont bien définis. Alors,

1. (AB)C = A(BO),
2. A(B+C) = AB + AC,
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3. (A+ B)C = AC + BC,
4. K(AB) = (kA)B = A(kB),
5. (AB)' = B A,

6. Al = A, IB = B, ou I est la matrice identité.

1 0 0 0
0O 1 0 0
I = .
.. 0
0O 0 O 1

e Produit des matrice carrées :

Soit
1 2
=(3 )
alors,
9 (1 2 1 2\ (7 10
A _AA_<3 4)(3 4>_<15 22)
et

AP = AAA = A(A?) = (AHA
/T 10N /1 2\ (37 54
a 15 22 3 4 ) \ 81 110
En général, A¥ = AA+L,

Remarque
Soit A est une matrice 2 X 2,

a1l A12
A — b b
Q21 0A22

tr(A) = a1+ ags
det(A) = ai1a22 — @109,

Si on définit

Alors,
A? — (tr(A))A + (det(A))I = 0.

43
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12
4=(30);

) (12
wsa-a = (47)

(7 10
— 15 2

“(00)

e.g.

e.g. Soit la matrice définie par

tr(A) = 144

det(A) = 4-6

(:
)

1)

1 2
3 4

SEIN

Partition de matrices et produit par blocs

1 0 00 O
0 -1 0|0 O
0O 0 1/]0 O :(g
0 0 0|0 1
0O 0 0|0 O
donc,
B 0 B 0
2 _
# = (v e) (v )=
BlolOO 0
= Aloloo _ ( O 010100 >
Comme
1 00
BY" =101 0
001

D’autre part, on a

, (01
C‘(oo

= Ck:(

)(

2 0
0 2

44
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Alors,

0100

AV =

S OO O =

S OO = O

OO = OO

S OO OO

S OO OO

45
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Equations matricielles et systemes

On considére le systeme suivant

r1 + 229 + 3x3 =
T2 + T3 =
T + T3 =

46

linéaires

2
-1
4

On peut réécrire ce systeme en utilisant le produit matriciel sous la forme

xy

2

Remarque
Soit
1 2 3 ] ]
A=101 1 | =1 ¢ ¢ c3
101 ]
ou
1 2 3
C1 = 0 , Cg = 1 , C3 = 1
1 0 1
Alors,
T
AlL‘ = ( C1 Cy C3 ) i)
T3
= T1C1 + 20y + T3C3
1 2 3
= I 0 + X9 1 -+ T3 1
1 0 1
1 2 3
e L o], 11],]11
1 0 1
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En général:

T
. L2 . .
Soient x = . € R™ et A une matrice de taille m x n telle que
T
A= ( €1 C ... Cp ), ou ¢; € R™ est la j¢me colonne de A. Alors,
a1
T2
Ax:(cl Ccy ... cn) . =210 + X202 + ...+ Tpcp
Tn,

c.a.d. Az est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice A.

Théoreme

1. Le systéme linéaire Ax = b est compatible si et seulement si b est une
combinaison linéaire des colonnes de A.

2. Le systeme linéaire homogene Az = 0 possede une solution unique (z = 0)
si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Exemple
Déterminez si les systemes suivants sont compatibles et déterminez le nom-
bres de solutions possibles.

12 3] 2
Llo11]-1],
101/ 4
12 3]0
2.l 0110
101|0

Systemes homogenes

Soit A une matrice m X n. Le systeme homogene Az = 0 possede toujours
la solution triviale x = 0, et peut possiblement posséder une infinité de
solutions.
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Définition
On définit le noyau de A, dénoté Nul(A) (ou Ker(A)) par 'ensemble

Nul(A4) = {x € R" | Az = 0}

Théoreme
Soit A une matrice de taille m x n. Alors, Nul(A) est un sous-espace vectoriel
de R™.

Démonstration : On utilisera le test du sous-espace vectoriel.

1. 0 € Nul(A) ?
Oui, puisque A0 = 0.

2. Soient vy, vy € Nul(A) (Avy =0, Avy = 0), v1 + vy € Nul(A) ?
Oui, puisque A(v; + v9) = Avy + Ave =0+ 0 = 0.

3. Soit v € Nul(A) (Av =0) et k € R, kv € Nul(A4) ?
Oui, puisque A(kv) = k(Av) = k0 = 0.

Exemple
1 23
1. Soit A= | 0 1 1 |, trouvez Nul(A).
1 01

2. Résoudre le systeme

T + 22 + 3 =0
21’1 + 21’2 + 31‘3 = 0
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Résultat général : Un systeme linéaire homogene Ax = 0 qui a plus de
variables que d’équations, possede toujours une infinité de solutions.
nombre de parametres libres = nombre de variables - rg(A)

Exemple
Calculez Nul(A), pour
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Définition

Soit A une matrice de taille m x n, et soit A la forme ELR de A ( (A]0) ~
Lo~ ((E)|O)) On suppose qu’il y a k parametres sq, So,..., s, dans la

solution générale de (A]0), c.a.d.

S = {s1v9 + Sovg + ... + SpUk|s1, S2, ..., S € R}

Alors, L’ensemble fondamental des solutions (du systeme Az = 0) est I’ensemble

{v1,v9, ..., 0}

Théoreme
L’ensemble fondamental des solutions du systeme Az = 0 forme une base
pour Nul(A). Par conséquent, la dimension de Nul(A) est alors égale a

dim(Nul(A)) = nombre de colonnes de A — rg(A).
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Matrice Inverse

Pour les nombre réels : Si a # 0 et ax = ¢, alors z = a”lc = c/a.

Définition
Soit A une matrice carrée de taille n x n, c.-a-d. A € M,,,,. S’il existe une
matrice B € M,,,, tel que

BA=AB=1,

alors on dit que A est inversible, on dit que B est I'inverse de A, et on écrit
B = A~!. Sinon, on dit que A n’est pas inversible (on dit aussi qu’elle est
singuliére).

Théoreme
Soit une matrice A € M, ,. Si A est inversible, alors son inverse est unique.

Théoréme

a b

d :| € M272.

Soit une matrice A = [

1. Sidet(A) =0, alors A n’est pas inversible.

2. Si det(A) # 0, alors A est inversible et

Rm— A

Cad—be| —¢ a

Exemple
Soit la matrice

[11]
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Vérifier que A est inversible et ensuite obtenir son inverse.

Théoréme
Soit A et B deux matrices inversibles de taille n X n.

Théoreme
Soit une matrice A € M,,,,. La matrice A est inversible si et seulement si

A~ I,
Algorithme pour calculer A™': Soit A € M, ,, une matrice carrée.
e Réduire par rapport aux lignes la matrice augmentée [A|L,].
e Si A est équivalente par rapport aux lignes a I,,, alors [A|L,,] ~ [I,,|A™].

e Si A n’est pas équivalente par rapport aux lignes a [I,,, alors A n’est
pas inversible.

Exemple
Déterminer I'inverse de A, ou

A

|
oo
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Théoréme [Théoréme de I’inversibilité]
Soit une matrice carrée A € M, ,. Les énoncés suivants sont équivalents,
¢’est-a-dire pour une matrice donnée A, ils sont tous vrais ou tous faux.

a. A est une matrice inversible.
b. A est équivalente par rapport aux lignes a I,,.
c. A an positions pivots.
d. L’équation Ax = 0 n’admet que la solution triviale.
e. Les colonnes de A forment un ensemble linéairement indépendant.
e’. Les lignes de A forment un ensemble linéairement indépendant.
g. L’équation Ax = b est compatible pour chaque b de R".
h. Les colonnes de A engendrent R™.
h’. Les lignes de A engendrent R".
j. Il existe une matrice C' € M,, ,, tel que CA = I,.
k. Il existe une matrice D € M,,,, tel que AD = I,.
1. AT est inversible.

m. Les colonnes de A forment une base de R™.
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m’. Les lignes de A forment une base de R"™.
n. Col(A) = R™. (a revoir)
0. dim(Col(A4)) = n. (a revoir)
p. 1g(A) = rg(A") = n.
q- Nul(A) = {0}.
r. dim(Nul(A4)) = 0.
Conséquence:

54

Si A et B sont des matrices carrées telles que AB = I,,, alors A et B sont
inversibles et A~ = B et B! = A.
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L’espace des lignes et ’espace des colonnes d’une ma-
trice

Questions :
1. Soit V' = L(vy,vy,...,v,), trouver une base (n’importe laquelle) pour
V.
2. Soit V' = L(vy,vs,...,0y), trouver un sous-ensemble de {vy,vs, ..., v,}

qui forme une base de V.

3. Etant donné une base B8 de V C R™, compléter la base B en base de
R™.
Définition
Soit A une matrice m X n,

A = c1 ¢ ... ¢y |, ¢cj =7 colonne de A, ¢; € R™

— , 1; =i ligne de A, [; € R"

e L’espace des lignes de A, Lig(A) = Row(A) = L{l1,ls,...,l}, est
un sous-espace vectoriel de R™.

e L’espace des colonnes de A, Col(A) = Im(A)= L{c1,ca,...,¢n}, est
un sous-espace vectoriel de R™.
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Exemple
1 3 3 4
Soit A= 1 -1 =1 0
2 1 13

Lig(A) = £{(1,3,3,4),(1,-1,-1,0),(2,1,1,3)}
= £{(1,3,3,4),(1,—1,-1,0)}

3 5
car (2,1,1,3) = 7(1,3,3,4) + {(1,~1,-1,0).

Donc Lig(A) est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2.
Col(A) = £{(1,1,2),(3,-1,1),(3,-1,1),(4,0,3)}
= £{(1,1,2),(3,—-1,1),(4,0,3)}
= £{(1,1,2),(3,—-1,1)}
car (4,0,3) = (1,1,2) + (3, —1,1).

Donc Col(A) est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2.

Théoreme
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne changent pas
I’espace des lignes, c.a.d.

A~ A= Lig(A) = Lig(A)

Dém : Les opérations élémentaires ne sont que des combinaisons linéaires.

Exemple

1 3 3 4
A = 1 -1 -1 0
2 1 1 3

L2 = L2 - L] 1 3 3 4

~ 01 11

L3 = L3 - 2L1 0 00O

1 001

Ly =11 —3Ly 0111
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£{(1,3,3,4),(1,—-1,-1,0),(2,1,1,3)} = £{(1,3,3,4),(0,1,1,1)}

/

v~

lin. ind.

= £{(1,0,0,1),(0,1,1,1)}

N

-~

lin. ind.

Théoréme

1. Les lignes non-nulles d’une matrice échelonnée sont lin. ind.

2. Si A est une forme échelonnée de la matrice A, les lignes non-nulles de
A forment une base de Lig(A).

3. 1g(A) = dim(Lig(A)).

Question : Comment identifier une base pour Col(A) en utilisant les opérations
élémentaires sur les lignes 7

1 3 34
A=11 -1 -1 0 Col(A) = £{(1,1,2),(3,-1,1)}
2 1 13
i é (1) ? 1 Col(4) = £{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}

Col(A) # Col(A), car (1,1,2) € Col(A) mais (1,1,2) ¢ Col(A). 11 faut faire
attention a l'interpretation du résultat dans le calcul de Col(A).

Rappel :
Ax =b est compatible < rg(A) =rg(A|b)

& b est une comb. lin. des colonnes de A

Soit
1 3 3 4
A=11 -1 -1 0
2 1 1 3
1 1
On pose M1 = (Cl) = 1 s d’oun Ml = (C~1) = 0
2 0

Remarquez que rg(M;) = 1, donc {¢;} est lin. ind.
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13 ) 10
On pose My = (Mi|ea) = 1 —1 |,douMy=]| 0 1
2 1 0 0
On a rg(Ms) = rg(Milc) = 2 # rg(M)
= ¢y & L{ colonnes de M;}
= Co ¢ E{Cl}
= {c1, ¢} est lin. ind.
1 3 3 N 100
On pose M3 = (Mgng) = 1 -1 -1 s d’ou M3 = 010
2 1 1 0 00
On a rg(Ms) = rg(Malcs) =2 = rg(M>)
= (Ms|c3) est compatible
= C3 € E{Cl,CQ}
= L{c1,¢2,c3} = L{c1, 02}
1 3 34 ) 100 0
On pose My = (Msley)=| 1 -1 -1 0 |,douMy=1| 0 1 1 1
2 1 1 3 0000

On a rg(My) = rg(Ms|cs) = 2 = rg(Ms)
= (Mj3]cy) est compatible
= ¢4 € L{c1,¢9,c3} = L{c1,c2}. Par conséquent,

Col(A) = £{(1,1,2),(3,—1,1)}.
Résumé : Soit A une matrice m x n, et A est une forme EL de A. Alors,
1. dim(Col(A)) = rg(A) = dim(Lig(A)).
2. les lignes non-nulles de A forment une base de Lig(A).

3. Si les pivots de A sont sur les colonnes 1,72, - - -5 Jr, alors les colonnes
J1,J2, - -, jr de la matrice A forment une base de Col(A).

Exemple
Trouvez une base de Lig(A) et Col(A) pour la matrice

1 3 =7
A=\ 2 2 =2
21 1
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Théoréme [Théoreme du rang]
Soit A une matrice m x n. Alors,

e dim(Lig(A))= dim(Col(A))= rg(A).
o rg(A)+ dim(Nul(A4))= n.

Remarque
nombre de colonnes pivots + nombre de colonnes non-pivots (libres)= nombre
de colonnes de la matrice.

Exemple
Trouver des bases pour Lig(A), Col(A) et Nul(A) pour la matrice suivante:

A:

[ S —Y
N O =
(I )
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Bases pour des sous-espaces vectoriels de R"

Soit W = L{vy,vs,...,v,} un sous-espace vectoriel de R™.
A) Trouvez une base (n’importe laquelle) pour W.

i) Construire la matrice

W = Lig(A).
ii) Trouver une forme EL de A, disons A.

iii) Les lignes non-nulles de A forment une base pour W.

Exemple
Trouver une base de

W =£{(1,1,1,0),(1,1,2,1),(1,1,-1,-1),(1,1,2,2)}



10 MARDI 4 NOVEMBRE 2014 62

B) Trouvez une base de W qui est un sous-ensemble de {vy, v, ..., v,}.

i) Construire la matrice
A= V1 V2 ... Up

W = Col(A).
ii) Calculer une forme EL de A, disons A.

iii) Identifier les colonnes pivot de A, et choisir ces mémes colonnes

dans A.

Exemple
Trouver une base de

W =r,{(1,1,1,0),(1,1,2,1),(1,1,—-1,-1),(1,1,2,2)}

qui est un sous-ensemble de {(1,1,1,0),(1,1,2,1),(1,1,—1,-1),(1,1,2,2)}.
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C) Compléter une base d’un sous-espace de R™ en une base de R".

Soit W = L{vi,v2} = £{(0,0,1,0),(0,1,1,0)} un sous-espace de R* de
dimension 2.

On cherche a trouver les vecteurs vs et vy tels que L{vy, va,v3,v4} s0it une
base pour R*.

On pose

et on veut que rg(A)=4, d’out {v;,vs,v3,v4} est une base pour R*. Dans ce
cas, on a besoin de pivots sur la premiere et la quatrieme colonne.
On choisit ainsi, v3 = (1,0,0,0) et vy = (0,0,0,1).

0010 100 0
a_lorrof o110
1000 0010
0001 0001

La matrice A est de rang 4, par conséquent, {vy, vq, v3,v4} est une base pour
R*.

Résumé
Les sous-espaces associés a une m X n matrice A

e Lig(A) est un sous-espace de R" et dim(Lig(A))=rg(A).

e Col(A)=Im(A)= {Azx|x € R"} est un sous-espace de R™
et dim(Col(A))=rg(A).

e Nul(A) = Ker(A) = {x € R"| Az = 0} est un sous-espace de R".
On a

o dim(Nul(A4)) + rg(A) = n.

o dim(Nul(A4)) + dim(Lig(A)) = n.

e dim(Nul(A4)) + dim(Col(A))

e dim{z € R"| Az = 0} + dim{Az |z € R"} = n.

Théoréme
L’union d’une base de Lig(A) et d’une base de Nul(A) est une base de R".

n.
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Orthogonalité

Définition
Soient u = (uq,...,u,) et v = (vy,...,v,) des vecteurs de R". Le produit
scalaire de u et v est défini par

U -V = UV + UV + - -+ + Uy Uy
On dit que u et v sont orthogonaux si u-v = 0.

Exemple
Considérons les deux vecteurs suivants de R*: u = (1,0,2) et v =(-2,0,1).
Est-ce que u et v sont orthogonaux?

Définition
Soit u = (uy,...,u,) un vecteur de R”. La norme euclidienne de u est
définie par

full = Vs = (fu a3+l
Définition
Soient u = (uy,...,u,) et v.= (vy,...,v,) des vecteurs de R”. On définit la
distance entre les deux vecteurs u et v par

d(u,v) = [Jlu—v].

Exemple
Soient u = (1,1) et v = (—2,5) des vecteurs de R?.

1. Calculer la norme de u et la norme de v.
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2. Calculer la distance entre ces deux vecteurs.

Remarque
Normer un vecteur u revient a obtenir le vecteur suivant

(1/[[ul]) u.

Ce vecteur est un vecteur unitaire (c.-a-d. de norme égale a 1) qui a le méme
sens et la méme direction que u.

Exemple
Normer les vecteurs u et v de la question précédente.

Définition
Soit {uy,uy, ..., u;} un ensemble de vecteurs de R™. On dit que cet ensemble
est orthogonal si
0 sii#j
ul.uj_{#o SlZ:j
Sienplus,ona ||u|| =1,Vi=1,2,...,k, ondit que ’ensemble {u, uy, ..., u;}

est orthonormé.
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Exemple
Considérons ’ensemble

1 -2 0
s=¢{o],| o 1
p 1 0

Démontrer que S est un ensemble orthogonal.

Théoreme
Si S ={uy,uy,...,u,} CR" est orthogonal, alors

1. L’ensemble S est linéairement indépendant et forme par conséquent une
base de 'espace qu’il engendre, c’est-a-dire une base de L{uy,...,u,}.

2. [lup +up + ] = (a4 (a4 [P

. Définition
Une base d’un sous-espace W de R™ qui est un ensemble orthogonal est dite
une base orthogonale.

Exemple
1. {(1,0),(0,1)} dans R? est une base orthonormé.
2. {(1,1),(1,—-1)} dans R? est une base orthogonale.
3. La base canonique {ey, ey, ..., ¢e,} dans R™ est une base orthonormée.

4. {(1,0,1),(0,1,0)} est orthogonal, mais pas une base de R3. Par contre,
c’est une base de W = £{(1,0,1),(0,1,0)} = {(z,y,2) | —x+ 2z = 0}.
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Exemple
L’ensemble {(1,0,2),(—2,0,1)} est une base orthogonale pour le plan
0,1

£{(1,0,2),(-2,0,1)}.

Théoreme
Soit W un sous-espace de R™ et soit S = {uy,...,u,} une base orthogonale
de W. Chaque y dans W est une combinaison linéaire des vecteurs de la
base, c.-a-d.

Yy =cu; +cug+ -+ cpu,

ou les poids (les coefficients de Fourier par rapport a la base orthogonale)
sont donnés par

_ Yy o
cj = pour j=1,...,p.
Exemple
Considérons ’ensemble
1 -2 0
S = 0], 0 1
2 1 0

Nous avons démontré que S est un ensemble orthogonal.
1. Est-ce que S est une base orthogonale de R3?

2. Exprimer y = (1,2,3) comme une combinaison linéaire des vecteurs de

S.
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Projection orthogonale

W un s.e.v de R”

projy v : projection orthogonale de v € R" sur W.

C’est le vecteur de W qui est le “plus approché” de v (meilleure approxima-
tion de v par un élément de W).

Exemple
W = L{u}, (u# 0) est la droite passant par l'origine et dirigé selon u dans
R™.

. . v-u
projy v = proj,v = (—) u
u-u
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Le but est d’étendre cette notion a d’autres sous-espaces W C R™.

Définition

Soit W = L{w1,Wa,..., Wi} ol {wy,Ws,..., W} C R" est un ensemble
orthogonal. Pour v € R", la projection orthogonale de v sur W est le
vecteur

_ V- W V- Wy V- Wy
projy v = wi + Wo + ...+ Wi.
Wi Wy W3 - W2 Wi - Wi
Théoreme
Soit W = L{wy,wWa,..., Wi} ou {wy,ws,..., Wi} C R™ est un ensemble

orthogonal. Pour v € R", projy,v est l'unique vecteur qui satisfait les pro-
priétés suivantes :

1. projyve W
2. v — projyy v est orthogonal a tout les vecteurs de .

3. Vwe W, ona |lv—rprojypvl] <|lv—wl||
= projy, v est la meilleure approximation de v par des vecteurs de W.

Exemple
Soit W = {(z,y,2) | —x+2 =0} et v = (a,b, ¢) € R® un vecteur quelconque,
calculez projy,v.
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Algorithme de Gram-Shmidt

70

BUT: Convertir n’importe quelle base de W a une base orthogonale de W.

Théoréme [Méthode de Gram-Schimdt]

Soit {uy, uy, ..

Vi

Vo

V3

Alors {uy, ..

Remarque

Exemple

1.

u;

Ug — prOJvluz = Ug —

Ug - Vi

Vi

Vi -V

., U, } une base d'un sous-espace W C R”, on définit

. . uz - vy RLERA )
Vi-Vi Vo - Vo
u, — pI'O_]vlup — pI‘OJVzup — s — prok]vpflup
u, Vi u, - Vo U, - Vy_1
up— Ld Vi — Ld Vo — =+ — Ld P Vp—l
ViV Vo Vo Vp—1-Vp-1

.,Up} est une base orthogonale de W.

L{vi,

,Vz‘} = ﬁ{ul,"'

w} pour

1<i<p

Soit W = {(z,y,2z,w) € R* | z+y+ 2z +w = 0}. Trouvez une base
orthogonale de W.

v = (1,0,0,0) parmi tous les vecteurs de .

. Pour W comme ci-haut, trouvez la meilleure approximation de
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Exemple
Considérons la droite dans R?® qui passe par l'origine et de vecteur directeur
(1,1,1), d = £{(1,1,1)}. Trouver 'ensemble des vecteurs orthogonaux a d.

Définition

Soit U un sous-espace de R"™. Le complément orthogonal de U est défini par
Ut={veR"|u-v=0VYucU}.

En d’autres mots, U+ est ’ensemble des vecteurs de R™ qui sont orthogonaux

aU.

Théoreme

Soit U un sous-espace de R".

1. x € Ut si et seulement si x est orthogonal & tous les vecteurs d'un
ensemble générateur de U.

2. U* est un sous-espace de R".
3. dim(U) + dim(U*) = n.

Théoreme

Soit une matrice A € M,,,. Le complément orthogonal de I'espace ligne de
A est I'espace nul de A et le complément orthogonal de I'espace colonne de
A est espace nul de AT, c’est-a-dire

(Lig(A))* = Nul(4) et (Col(A))* = Nul(AT).
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Exemple
Soit U le plan dans R? engendré par les vecteurs (1,2,1) et (1,0,1). Trouver
une base pour U~.

Déterminant d’une matrice

Rappel

1. Soit A = ( Z 2 ) Le déterminant de A est le nombre réel

a b
det(A) = - d ’ = ad — be
Notez que det(A) = det(A").
aq bl C1
2. Soit A= | ay by co |, le déterminant de A est

as b3 C3

o by ¢ - Az C2 ay by
det(A) = o by s by s cs + as by

= ajbacs + bicoag + crasbs — asbacy — bscaa; — czasby

|det(A)| est le volume du parallélépipede formé par les colonnes de A.
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Déterminant d’une matrice n x n : développement de
Laplace

Soit
11 Qir2 ... A1n
Q21 Q22 ... QA2n
A=
Qp1 Ap2 ... Qpn

et soit M; ;(A) la matrice (n—1) x (n—1) obtenue a partir de A en supprimant
la i®™ ligne et la j°™¢ colonne de A.

Définition
1. Le mineur de l’élément a;; est le déterminant de M, ;(A).
2. Le cofacteur de I'élément a; j, dénoté C; ;(A), est le nombre

Cij(A) = (=1)"|M;;(A)]

Exemple
1 3 0 =2
54 1 8
A=1 2170 4
6 8 1 2
On a
1 0 =2
Mss(A)=|( 5 1 8
6 1 2
1 0 =2
Le mineur deaz, = |5 1 8 |=...=—4.
6 1 2

Le cofacteur de as o:
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Définition
Le déterminant de A (développement de Laplace selon la 1% ligne) est défini

par
|A| = det(A)
= CL1}101}1(A) -+ CLLQCLQ(A) + ...+ al,nCl,n(A)

Remarque

1. Le déterminant de A peut étre calculé en utilisant un développement
de Laplace selon n’importe quelle ligne ou colonne

det(A) = a31C31(A) + az2C32(A) + ... + a3,Cs,(A)  (selon 3%m° Jigne)
det(A) = a1 201 2(A) + ag2C52(A) + ... +a,2C,2(A)  (selon 2eme colonne)

2. (—1)"" peut étre calculé avec la matrice

3. Pour calculer le déterminant d’une matrice n X n, on doit calculer des
déterminants de matrices (n—1) x (n—1), qui, a leur tour, sont calculés
avec des déterminants de matrices (n —2) x (n — 2) ... Le processus se
termine éventuellement car on sait comment calculer des déterminants
de matrice 2 x 2.

Exemple

1. Calculer le déterminant de A =

N
— o O
W N —

i) selon la 1% ligne.

ii) selon la 1¢*¢ colonne.

iii) selon la 3°™¢ ligne.

)
)
)
)

iv) Calculer det(A?)
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2. Calculer

S O

3. Calculer

~J 00 O© N

N O =

O =N

S Ot W

— = O O

O O O

76
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Théoreme
Soit A une matrice n x n. Alors,

1.
2.

det(A) = det(A").

det(A) =377 a;;C; ;(A) pour n’'importe quel i = 1,2, ...

j=1
(développement de Laplace selon la i®™ ligne).

det(A) =37 a;;C; ;(A) pour n'importe quel j = 1,2, ...

-eme

(développement de Laplace selon la j*™¢ colonne).

78

Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est

le produit des élements sur sa diagonale.

Si A a une colonne nulle ou une ligne nulle, det(A) = 0.
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Effet des opérations élémentaires sur le déterminant

1 01
Soit A=|2 6 2 |,
1 -1 3
6 2 2 6
i = 1| 822 0
— 1(18 = (=2)) + 1(—2 — 6)

= 12

e Ajout d’une ligne a un multiple d’autres lignes

101\ g mp,—on, (1 01
A= 2 6 2 ~ 0 6 0 |=28
1 -1 3 1 -1 3
On a
det(B) — 6“ ;‘
= 6(3—1)
= 12
= det(A)
ou encore,
1 01 Ls = Ls — Ly 1 01
B=10 60 ~ 0 6 0 |=C
1 -1 3 0 —1 2
On a aussi
det(C) — 1‘ B g'
= 1(12-0)
= 12
= det(B)



14 MARDI 18 NOVEMBRE 2014 80

e Multiplication d’une ligne par un scalaire

101\ g,—1p, (1 01
c=(0 6 0 ~ 0 10 |=D
0 -1 2 0 —1 2
On remarque que
det(D) = 1‘ _1 g'
1(2 - 0)
= 2
= 1d t(A)
e Permutation de deux lignes
101\ [, 607, (2 62
A= 2 6 2 ~ 1 0 1 =F
1 -1 3 1 -1 3
On a dans ce cas,
det(E) = —1‘ B g'—1‘f _(15'
= —1(18 — (=2)) — 1(~2—6)
= —12
= —det(A)
Théoreme
Soit A € M, .

1. Si une matrice B est obtenue en ajoutant a une ligne de A un multiple
d’une autre de ses lignes, alors

det(A) = det(B).

2. Si B est obtenue en interchangeant deux lignes de A, alors

det(B) = —det(A).
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3. Si B est obtenue en multipliant une ligne de A par k, alors

det(B) = kdet(A).

Remarque
Comme det(A) = det(A"), les opérations élémentaires sur les lignes de A’
sont effectivement des opérations sur les colonnes de A.

Corollaire
1. Si A possede 2 lignes (ou colonnes) identiques, alors det(A) = 0.
2. Si k € R, et A une matrice n x n, alors det(kA) = k™ det(A).

Stratégie pour calculer det(A) :

1. Utiliser les opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes
afin d’obtenir un grand nombre de 0 dans une ligne ou une colonne.

2. Utiliser le développement de Laplace selon cette ligne ou cette colonne.
3. Répéter sur les déterminants de plus petit ordre.

Exemple

Calculer et

w o O =
I =
S o Ot =
— NN
=N = =
B O = N
= DN W
S OO =
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Déterminant et matrices inversibles

Théoréme
Une matrice A de taille n x n est inversible si et seulement si son déterminant

est non nul (det(A) # 0).

Théoreme
Si A et B sont des matrices n X n inversibles, alors det(AB) = det(A) det(B).

Corollaire

1
Si A est inversible, alors det(A™!) =

det(A)’
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Valeurs propres, vecteurs propres et diagonalisation

Les puissances d’une matrice diagonale sont faciles a calculer. Il suffit de
calculer les puissances des éléments sur la diagonale.

501" [5 0
02| [0 20|
Définition

Soit A une matrice n x n. On dit que A est diagonalisable s’il existe une
matrice inversible P et une matrice diagonale D telle que

Exemple

P'AP=D ou A=PDP!

Remarque

Si A est une matrice diagonalisable, alors ses puissances peuvent étre cal-
culées d’une facon trés simple.

Soit P la matrice inversible et D la matrice diagonale t.q. A = PD P! .

Alors,
AL0000  _(ppp—110000

= (PDP YHY(PDP™Y)...(PDP™)
10000 ‘f,acteurs

PDlOOOOP—l
Définition
Soit A une matrice n X n. Le nombre A est appelé une valeur propre de A
s’il existe un v € R™, v # 0, t.q.

Av = .

Un tel vecteur v (s'il existe) est appelé un vecteur propre de A correspondant
a la valeur propre A.
N.B. des valeurs/vecteurs propres complexes sont possibles.
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Proposition
Soit. A une matrice de taille n x n et soit A une valeur propre de A (alors il
existe au moins un vecteur v # 0 t.q. Av = Av). On définit [’espace propre
de A associé a \:

Ey={veR"| Av = \v}.

Alors, E) est un sous-espace vectoriel de R, et dim(FE)) > 1.

Démonstration :

E, = {veR"| Av = v}
{veR"| Av— v =0}
{veR" | (A— M) =0}
—  Nul(A— )

Puisqu’il existe au moins un v € F) tel que v # 0, alors dim(E)) > 1.

Exemple

a) Vérifiez que ( 2 ) est un vecteur propre de A = < 42 )

1 1 1

b) Est-ce que ( :

1 ) est un vecteur propre de A?

c) De a), on sait que 3 est une valeur propre de A. Obtenir une base pour
I’espace propre de A qui correspond a la valeur propre 3 et calculer

dim(FE3).

d) Donner 3 vecteurs propres distincts correspondant a la valeur propre

3.
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Question: Comment trouve-t-on les valeurs propres d’une matrice?
Réponse:

A est une valeur propre de A < Nul(A — \I) # {0}
< A — A n’est pas inversible
& det(A—AI)=0

Définition
Soit A une matrice de taille n x n. On définit le polynome caractéristique de
A:

Ca(N) =det(A—N\1,)

Remarque
A est une valeur propre de A si et seulement si A est une racine (c¢’-a-d. un
zéro) du polynome caractéristique de A: Ca(a) = (a — A\)"p(a) pour un

certain polynome p.
Définition

e L’entier m définit ci-haut est appelé: la multiplicité algébrique de la
valeur propre \.

e dim(F)) est appelé: la multiplicité géométrique de la valeur propre A.

Exemple
Trouver les valeurs propres des matrices suivantes.
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Théoreme
Soit S = {wi,...,v,} un ensemble de vecteurs propres pour une matrice
A € M, associés aux valeurs propres distinctes Aj, Ag, -+, A, alors S est

un ensemble linéairement indépendant.

Exemple

Soit la matrice A = ( 411 _? > On sait que ( ? ) et < i ) sont deux

vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 3 et 2 respectivement.

Alors, I'ensemble S = {( ? > , < 1 )} est linéarement indepéndant(c’est
une base de R?).

Remarque

A € M, , est diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice inversible
P =[vy vg---v,] € M, et une matrice diagonale

A1 0

0 An
telles que P~'AP = D. Mais

P'AP=D & AP=PD
<~ [Avl Avg---Avn]:[)\lvl )\QUQ"')\nUn]

Donc, v; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \; pour i =
1,...,n.

Théoréme
Une matrice A € M,,,, est diagonalisable si et seulement si elle a n vecteurs
propres linéairement indépendants.

Remarque
Soit une matrice A € M, .

e Si la somme des dimensions des espaces propres de A est égale a n,
alors A est diagonalisable.

e Siles n valeurs propres de A sont différentes, alors A est diagonalisable.
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e Soit le polynome caractéristique de la matrice A

Cala) = (a—=A)"™ (= A)™ -+ (a— A\g)™

ol Ay, - -+ , A\, sont des valeurs propres de A et my+---+my = n. Alors,
A est diagonalisable si et seulement si dim(F),) = m; pouri =1,--- k.
Exemple

Diagonaliser les matrices suivantes (si possible)
2 =31

011
A= 1 0 1 et B=|1 -2 1
1 10 1 -3 2
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Transformations linéaires

Définition

Soient V et W deux espaces vectoriels. Une fonction T : V' — W qui satisfait
les conditions suivantes

1. T(vy +ve) = T'(vy) + T'(vq), pour tout vy, ve € V.
2. T(kv) = kT(v), pour tout v € V et k € R,

est appelée une transformation linéaire de V vers W.

Exemple
. 10 2 fo
801tA—(2 1 _1),et on définit
T:R® —» R?
v — T(v) = Av.
On a
sl (1o 2 Y r+22
Y 1= 21 —1 Y 1=\ 2wty—2 )
z z

T est une transformation linéaire de R? dans R? car

i) Soient vy, v, € R3, alors
T(Ul + Ug) = A(’Ul + UQ) = Av1 + AUQ = T(’Ul) + T(Ug).

ii) Soit v € R3 et k € R, alors T'(kv) = A(kv) = kAv = kT (v).

Exemple
T : R? — R définie par T'(z,y) = xy n’est pas une transformation linéaire.
On a

T(1,0) =0 et T(0,1)=0,

mais

T((1,0) + (0,1)) = T(1,1) = 1 # T(1,0) + T(0, 1).
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Exemple
Soit V=F(R)={f| f:R— R} et on définit

TV -V
fo= T(f(z) = flz+1).

T est une tranformation linéaire de F(R) dans F(R) car

i) Soient f1, fo € F(R),alors

(T(fHi+ f)(z) = (i+f)x+1)
= file+1)+ fa(z+1)

= (T())(@) + (T(f2))()
= (T(h) +T(f2))(x)

Donc, T'(f1 + f2) = T(f1) + T(f2).

ii) Soit f € F(R), et k € R, alors

(T(kf))(z) = (k

Donc, T(kf) = kT(f).

Exemple
Soit W = {(x,y,2) € R®* | —x+ 2z =0}. On a déja prouvé que pour
v=(z,y,2) € R,

. T+ z T+ z
TO]y vV = TR .
Projw B Y 5

On définit

T:R* — R
v — T(v) = projyv

Alors, T est une transformation linéaire car
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i) Soient (x1,y1,21), (22,2, 22) € R?, alors

T((x1,1,21) + (1,1, 21)) = T(x1 + 22, y1 + Y2, 21 + 22)

Ty + X9 —|— Z1 t+ 22 Ty + Tg) + (21 + 22
- (B gy Il G
_ (xl—l—zl x2+z2,y1+y27x1—2k21+x2—21—22>

o ($1 +Z1 !101

+ 2z n To + 2o To + 2o
2 2 T

= T(x1,y1,21) + T (22,92, 22)

ii) Soit (x,y,2) € R3 et k € R, alors

Exemple

SoitA:(1 4

20

T(k(x,y,2))

) . On définit

T: MQQ
B

= T(kx,ky, kz)
B (kx+kz kw+kz)

A
_ k(x—l—zy:c—l—z)

2 7772
= kT(x,y,z).

— Mo
— T(B)=BA—-AB

Alors T est une transformation linéaire de M5 dans My o car

i) Soient By, By € M, alors

T(By + B,)

= (B1+ B3)A— A(By + By)
= BiA+ ByA— AB| — AB,
= B1A— AB;+ ByA— AB,
= T(By) +T(Bs)

)

93
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ii) Soit B € Mo, et k € R, alors

T(kB) = (kB)A— A(kB)
= k(BA) — k(AB)
— k(BA— AB)
KT(B)

Remarque
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, W' un espace vectoriel et
T :V — W une transformation linéaire.

Soit {vy,vs,...,v,} une base de V et on suppose que w; = T'(vy),
wy = T(vg), ..., w, =T (v,) sont connus. Alors, T est complétement déterminée.
Soit v € V| alors il existe des scalaires x1, o, ..., x, tels que

V=TV + LUy + ...+ T,U,

D’ou
T(w) = T(z1v1 + 2209 + ... + T,0,)
= T(l'l'l}l) —+ T(l'QUQ) + ...+ T(a:nvn)
= 1T (v1) + 2T (ve) + ... + z,T(vy)
= T1Wy + ToWs + ...+ TpWy
Exemple

1. Trouvez une formule pour la transformation linéaire 7' : R? — R? sachant
que 7'(1,1) = (1,0) et T'(1,—1) = (0, 1).
2. Soit V =Py et W = L{3 —5z,1 —x + 22°}.

a) Montrez que 6 — 11z — 3z € W.

b) Soit T': W — V une transformation linéaire telle que T'(3 — 5z) = 2 et
T(1 —x+2z%) =1+ 2. En utilisant a), trouver T'(6 — 11x — 32?).
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Définition
Soit T : V — W une transformation linéaire. On définit

Nul(T) ={veV |T(v)=0} (un sous-espace de V)
——

noyau de T
et
Im(7) ={T(v)|v €V} (un sous-espace de W)
~——
mmage de T
Exemple
. 10 2 e C e
Soit A = 9 1 _1 | On définit la transformation linéaire
T:R® —» R3
v — Av

Trouvez Nul(T) et Im(T).

Théoreme
Soit T : R™ — R™ une transformation linéaire, alors il existe une matrice A
de taille m x n telle que T'(v) = Av pour tout v € R".
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Démonstration:
Soit
T
T2
v = . =161 + X960 + ...+ xp€,
Ty,
Alors,
T(w)=x1T(e1) a2 T(e2) + ... +x,T(en)
~—— ——
eR™ eRm €Rm
On pose
| | |
A= T(el) T(eg) T(@n)
| | |
D’ou
I
T
Tw)y=A] . = Av
T,
Remarque
| | |
lamatrice A= | T(e1) T(e2) ... T(en) | s’appellela matrice canonique
| | |
de T
Théoreme

Soit T : R™ — R™ une transformation linéaire. Alors,

dim(Nul(7)) + dim(Im(T")) = n
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Exemple
Soit W = {(x,y,2) ER®| —x+2=0} et

T:R* — R
v — T(v) = projyv

Donner la matrice canonique de cette transformation linéaire.

Exemple
Soit u = (1,2, —1) et

T:R® —» R?
(u-v)

(- u)

Calculer la matrice canonique de 7', Nul(T') et Im(7).

v — T(v) =proj,v= u
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