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QUESTION 1. [4 points] Soient

12 -3 1 1 -2
A:{1 0 —11’ B:[—z 0 2}’ ¢=

2 -1
-1 11.

1 -1
Calculer la matrice indiquée ou signaler que les opérations ne sont pas définies.

(a) AB— BA

Solution: AB — BA n’est pas défini.

(b) AC
Solution:
-3 4
AC { , O}
(c) 2B —-C7T
Solution:

s BT



Solutions MAT 1702B Examen Partiel 2

QUESTION 2. [2 points] Lesquelles des propositions suivantes sont vraies? A noter que
plusieurs propositions peuvent étre vraies. Vous devez indiquer toutes les propositions vraies.
(Vous perdrez des points si vous indiquez qu'une proposition fausse est juste, mais vous ne
pouvez obtenir une note négative a cette question.)

(a) Si une famille est liée, alors tout vecteur est combinaison linéaire des autres vecteurs
de la famille.

(b) Si A= ( CCL 2, ) et ab — cd # 0 alors A est inversible.

(c) Pour que le produit A x B soit défini, il faut que le nombre de colonnes de A soit égal
au nombre de lignes de B.

(d) L’inverse du produit de deux matrices A et B est égale au produit de I'inverse des
matrices A~'B7L.

(e) Trois vecteurs de R?® appartenant au méme plan de R? sont liés.
(f) Si A et B sont des matrices telles que AB =0, alors A =0 ou B = 0.

Solution: (c), (e)

Note: Chaque proposition vraie qui est énoncée comme telle donne un point, chaque
proposition fausse qui est énoncée comme vraie fait perdre un point.
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QUESTION 3.
(a) [3 points] Ecrire un systéme d’équations linéaires décrivant le flux du réseau ci-dessous.
Les lettres A D étiquettent les noeuds du réseau et les fleches indiquent la direction du flux.
Ne retenir que les équations pertinentes. On ne demande pas de résoudre le systme.

4120 Y 150
50 A €1 B 80
~ P - P n
492 Y I3
- P - P -
100 C Tg D 100

Solution: Les équations d’ équilibre sont (entrant = sortant)

En A : To + 50 = x1 + 120,
En B : 1 + 150 = w3 + 80,
En C: Ta = x9 + 100,
En D: x3 + 100 = 2y,

Global : 50 4+ 150 + 100 = 80 + 120 + 100.

D’ou le systeme,

Tl — Ty = —70
r1 — T3 = —70
To — Ty4 = —100
T3 — Tyg4g = —100

Note: Les signes pour chaque équation peuvent changer. -1 point s’il manque 1’équation
globale 750 + 150 4+ 100 = 80 + 120 + 100”.
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(b) [2 points] La forme échelonnée réduite du la matrice augmentée associée au systéeme
linéaire de la question (a) est

100 —-1|-170
010 —-1|-100
0 01 —-1|-100
000 O 0

Ecrire la solution générale du flux dans le réseau. Quelles sont les valeurs minimales et maxi-
males que peut prendre x4 (les flux doivent étre positifs ou nuls).

Solution: Les solutions du systéme du a) sont données par

I == Ty — 170
i) = Ty — 100
T3 = x4 — 100

ry € R, quelconque.
Avoir x1, 29, x3, 24 > 0 signifie avoir
.134—17020, I4—1OOZO, 33420,

ce qui se résume a
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QUESTION 4.

(a) [4 points] La matrice
1 1 1
A=|-1 =2 0
0 2 -3
est elle inversible 7 Si oui, déterminer son inverse.

Solution: On écrit la matrice augmentée de 'identité et procede a la décomposition

(F.ER.) de A :
1 1 11100 11 100
1 -2 0|0 1 0| Lzt 0—1 110
0 2 -3/00 1 —3001
101 1 100-L1<—L1+L3 1 3 2 1]
LochatPla 1 g 1 1 |11 0 | EEEEEs L —1 331
(000 -1(2 2 1| 00—1221_
(1 0 016 5 27 toe—1o [T 0 0] 6 5 27
Licht2lo g 1 |33 1| &= 010 -3 -3 —1
000 -1]2 2 1| 00 1/-2 -2 —1 |

Therefore, the matrix A is invertible and its inverse is

6 5 2
At=|-3 -3 -1
-2 -2 -1

Remarque : il est ESSENTIEL d’arriver a I'indentité dans la partie de gauche.
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(b) [2 points] Soit A la matrice de (a) et B une matrice de taille 3 x 3 telle que

-1 0 O
AB=|0 1 -1
1 0 -1

Déterminer la matrice B.

Solution: Puisque A est inversible, on a B = A~!(AB). Attention, il faut multiplier
a gauche la matrice AB par A~ (on n’a pas B = (AB)A™!). Dés lors, comme on a
calculé A=1, on a

6 5 2][-10 0 —4 5 -7
B=AYAB)=|-3 -3 —-1| |0 1 —-1|={2 -3 4
-2 -2 —1| |1 0 -1 1 -2 3
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QUESTION 5. Une économie est constituée de deux secteurs : l'infrastructure et les
télécommunications. On suppose que la matrice de consommation de cette économie est

0.5 0.2
¢= [0.5 0.4}’

ou la premiere ligne et colonne correspondent a 'infrastructure et la seconde ligne et colonne
aux télécommunications.

(a) [1 point] Ecrire I’équation de production du modele de Leontief.

Solution: L’équation est x = Cx + d ou encore (Id — C)x = d.

(b) [4 points] Déterminer le niveau de production nécessaire pour satisfaire une demande

30
finale d = {20} .

Solution: On doit résoudre ’équation Az = d, ou

05 —0.2 30
A= [—0.5 0.6 } 4= {20]

OnadetA=05x06—-05x02=03-0.1=0.2+#0, donc A est inversible et

R R

0.2 0.5 0.5 0.5 0.5 2.5 2.5
. 3 1 30 30
. _ 71 .
Ainsiz =A"'d = {2.5 2‘5} [QO} = [20}
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QUESTION 6. [6 points] Les vecteurs suivants

0 0 1 2

0 1 0 -1
117 2|7 0 ’ -2
3 6 -2 —10

sont ils linérairement dépendants ou indépendants? S’ils sont dépendants, déterminer une
relation linéaire de dépendance entre les vecteurs.

Solution: Les vecteurs sont linéairement indépendants si et seulement si I’équation vec-

torielle
21(0,0,1,3) + 22(0,1,2,6) + 23(1,0,0, —2) + 24(2, —1, -2, —10) = (0,0,0,0)

admet seulement la solution triviale. On effectue donc la réduction de A (dans le calcul
ci-dessous on peut ne pas écrire la colonne de zéro) :

00 1 210 12 0 =210 12 0 =20
01 0 =110 s |01 0 =101 80442, |01 0 =10
12 0 =210 00 1 2 1|0 "loo 1 2o
36 -2 —10(0 36 —2 —10]0 00 —2 —410
1 20 =20 100 010
420341y 01 0 —11]0 —9L941 01 0 =110
"loo1 20 001 210
000 010 (000 010

La troisieme colonne n’est pas en position pivot, il existe donc une variable libre et donc les
vecteurs sont linéairement dépendants.

Afin décrire une relation de dépendance, il faut écrire 'expression générale des solution de

Ax = 0.
1 =0, 19 = x4, v3 = —214, x4 € R libre
Pour trouver une solution non triviale, on fait un choix simple des variables libres, par
exemple x4 = 1. Cela donne les coefficients
T = O, To = 1, T3 = —2, Ty = 1.
Ainsi
0(0,0,1,3) + (0,1,2,6) — 2(1,0,0,—2) + (2, —1,—2,—10) = (0,0,0,0)

est une relation de dépendance entre les vecteurs.

Note:

— 3 points sont accordés a la réduction.

— 1 point pour la réponse correcte sur la dépendance/l'indépendance des vecteurs.
— 1 point pour la détermination d’une solution non triviale.

— 1 point pour avoir ECRIT la relation de dépendance entre les vecteurs.
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