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Instructions:

e Bcrivez votre nom et numéro d’étudiant en haut de chaque page détachée dans
I’espace précisé, s’il y a lieu.

e La durée de cet examen est de 80 minutes.

e Cet examen est un examen a livre fermé qui comporte 6 questions.

e Utilisez I'espace spécifié pour répondre a chacune des questions. Si jamais I'espace
ne vous suffit pas ou que vous utilisez I’endos de la page veuillez indiquer clairement
ol se trouve votre réponse ainsi que la suite du développement, s’il y a lieu.

e Vous devez justifier vos réponses.

e Les calculatrices ne sont pas permises.

e Vous avez une page supplémentaire a la fin que vous pouvez utiliser comme feuille
de brouillon.

Bonne chance!

Ne rien inscrire dans la table suivante.
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1. [3 points] Trouvez I'inverse de la matrice suivante

1 3 =2
A=1]111 =2
21 =3

Solution: On doit échelonner
1 3 =2 | 1 0 0| Le=Le-Li |1 3 =2 | 1

0 0
[AL]=]11 -2 | 010 222 1g 2 0 | -1 10
21 -3]001 0 -5 1 | =201
b, U3 =2 10 0 1 3
SRR g -2 0 | -1 1 o] Bkl g 2
o0 1 | 5 =21 0 0
o 1302 52 100 | 3
i L b= [V IR
0013 =31 001 3

b -5 2

Donc A~ ! = % —% 0

1 _5 7

2 2
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. ' ' () 0 1 1 -1 3
2. [3 points] Soient les matrices A = [_1 3 }, B = [2 2] et € = [2 0 1]‘

Trouvez la matrice X qui satisfait
AXT +C)=BC

Solution:

AXT+0)=BC = A'AXT"+C)=A"'BC = X" +C=A"'BC
= XT'=A"'"BC-C = X=C"B"AH - C"

] T R R e P

Maintenant, on a

et donc - 8 s
c'B' (AN =1-1 0 [(1) g] B ﬂ = |-4 -2
3 1 19 9
et d’ou
18 8 1 2 17 6
X=|-4 2| —-|-1 0| ={(-3 -2
19 9 3 1 16 8
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12 4 0 3
3. Soit la matrice suivante A= 0 0 -2 1 -1

00 2 -1 1
(a) [3 points| Trouvez une base pour Nul A. Solution: On trouve premierement

la matrice échelonnée réduite de A. On a

12 4 0 3 12 4 0 3 Cft24 0 3
00 —2 1 —1fZ=letls g g 9 1 —pf 272 0 o1 L |
00 2 -1 1 00 0 0 0 000 0 0
120 2 1
Li1—L1—4Lo 00 1 _%%
000 0 0

Donc dans la solution générale du systeme homogene associe les variables x; et x3 sont
les variables de base et x9, 24, 5 sont libres et on a

T = —21'2 — 25(]4 — XI5
_ 1 1
T3 = 5T4 — 575

avec forme vectorielle

1 —2 -2 -1
T 1 0 0
T3 | = To 0 + x4 % + x5 —%
T4 0 1 0
Ts 0 0 1

Donc une base de Nul A est

|
N}

|
N}

|
—_

OO O
O o= O

(b) [1 point] Quel est le rang, rg(A), de A? Justifiez votre réponse.

Solution: D’apres le Theoreme du rang on a

rgA+dimNulA=5 = rgA=5—-3=2.
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4. Une économie avec deux secteurs, Agriculture et Constructions, suit le modele suivant:

o . . r ., . 1

e pour chaque unité de sortie, 'agriculture requiert — unité du méme secteur et —
unité des constructions;

1
e pour chaque unité de sortie, les constructions ont besoin de g unité de l'autre

3
secteur et 1 unité du meme secteur.
(a) [1 point] Déterminez la matrice de consommation C' pour cette économie.
(b) [2 points] Calculer I, — C' et son inverse (I, — C)~L.

(¢) [1 point] Déterminez la demande intermédiaire si I’Agriculture décide de produire 12
unités et les Constructions décide de produire 24 unités.

(d) [1 point] Trouver le niveau de production, en utilisant I'inverse dans (b), pour satis-
faire une demande finale de 5 unités de I'agriculture et 10 unités des Constructions.

Solution: (a) on a

11
3 6
2 4
(b) 1 1 2 1
10 3 3 %
12_0_[0 1}_[i g]_[i 16]'
2 4 2 4
1 1 1 1
1 i i 3 2
-1 4 6 4 6
neor— [ al ] [22)
12 12 2 3 2 3
(c) 1 1
1 1 8
12i'+24§:
1 3 24

(d) soient x; et x5 les niveaux de production requis respectivement de I’Agriculture et

des Constructions et soit x = [ ;1 } Notez que d = [ 150 } .
2

X:(b_c)—ld:{z ;} {150}:{13150}
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5. Les questions suivantes sont indépendantes.

(a) [3 points] Soit la matrice suivante

-1 -1
1 3
2 1
0 4

0
1
0
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Calculez det A en développant selon la ligne ou la colonne de votre choix.

Solution: On developpant selon la 3eme colonne on obtient
1 3 =2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2
detA=0]2 1 -3]—-1({2 1 =3/+0{1 3 —=2/—(-1)|1 3 =2
0 4 5 0 4 5 0 4 5 2 1 =3
-1 -1 2 -1 -1 2
=—2 1 =3/+|1 3 -=2|.
0 4 5 2 1 -3
Maintenant, on a
-1 -1 2
2 1 =3|= 0‘_1 2 ‘—4 b2 ‘+5‘_1 e (—=4)(—=1)+(5)(1) = 9 (selon la 3eme ligne)
1 -3 2 3 2 1
0 4 5
et
b2 3 =2 1 -2 3
1 3 =2|=(-1) —(—1) +2 = (=1)(=7)+(1)(1)+(2)(—=5) = —2. (selon la lere I
5 1 _3 1 -3 2 =3 1

D’ou detA = (—9) + (—2) = —11.
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(b) [2 points] Soient P, Q) et R des matrices d’ordre 3 telles que det(P) = —1, det(Q) =
5, and det(R) = —10. Calculez det(—3PTQ*R™'P72).

Solution:
1 1 1 1 10 5
det(—§PTQQR_1P_2) = (_5)3(_§>(52)(_E)(_2)2 =16~ %
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6. Déterminez si les ensembles suivants sont des sous-espaces de R? ou non. Justifiez votre réponse.
(a) [1 point]

a’® + b?
U= b+c | |a,bceR
2c

Solution: en notant que U is a® + b > 0 on peut verifier que U n’est pas ferme pour
la multiplication pas scalaire et donc n’est pas un sous-espace. En effet, on a

1
Of eU prendrea=1,b=c=0
0
mais
1 -1
(=) (0| =]0]| ¢U
0 0
a—2b
(b) [1 point] V = —b+c|la, b ceR
—2c
Solution: V' est un sous-espace car tout vecteur de V s’ecrit comme combinaison
lineaire des vecteurs suivants:
a—2b 1 —2 0
—b+c| =a |0 +b|—-1| +c| 1
—2c 0 0 —2
et donc
1 -2 0
V=L |0],|-1|,|1
0 0 -2
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(¢) [1 point]
I 1 0 -3 I 0
W = To r1, T2, x3E€Ret |2 5 =2 |z = |0
T3 5 10 -7 T3 0

Solution: Notez que W = Nul A, ou A la matrice d’ordre 3 dans W. D’ou A est un
sous-espace.
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