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Chapitre 3

Simplification des fonctions
Logiques avec le Diagramme de
Karnaugh
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Diagramme de Karnaugh

» Une autre représentation des fonctions Booléennes
o Utilisé pour simplifier les fonctions booléennes

« Conversion Simple de la table de verite vers le
diagramme de Karnaugh

 Facilite I’obtention de la fonction somme de produits.

* Des étapes tres simples permettent d’effectuer la
simplification.

-> Plus rapide et plus efficace que la simplification avec
I’algebre de Boole.
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Le diagramme de Karnaugh

* Le diagramme est idéale pour 4 variable ou moins, mais
non pratique pour 5 variables et plus

- Chaque carrée represente un Minterm

- le diagramme est organisé de maniere a ce que deux

carrees adjacents différent seulement d’une variable (e.g.
ABC +ABC’)

—> deux termes doivent étre adjacent dans le diagramme
—> un diagramme a n variables possede 2" carrées

—> pour les fonctions booléeennes les termes produits sont
Indiqués par des 1 et les termes somme sont indiques par des
0 (representés par des Minterms dans le diagramme).
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Karnaugh avec 2 variables

| A'B'

AB'

A'B

AB

00

10

01

11
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3 variables

B
C AB> AB AB AB’

C’

A’B’C’| A’BC’ ABC’ AB’C’
C |a’B’Cc | A’BC |ABC [AB’C

B

00 01
C

ol 0 | 2
11 | 3
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4 variables

= D

A
01 11 10
4 12 o
5 13 9
7 15 11
6 14 10

B
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Karnaugh- les sorties et la valeur des carrées

Mettre les sorties de la fonction pour chaque Minterm dans le carrée
correspondant F (A,B,C,D)=A'B’C’'D’+A’BC’D’+ AB’C’D’ +
A’BC’D+ABC’D + ABCD’+AB’CD’

AB

CD 00 01 11 10
00| 1 11011
01| O 11110
111 0 O1 010
10] O Ol 111

->Pour simplifier une somme de produits on
s’intéressera aux carree a “1”

—> Pour simplifier une produit de sommes on s’intéressera aux

carréees a “0”
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Karnaugh- groupage des carrees a 1

* des groupes de carrees sont formes selon les regles suivantes:

--chaque carrée qui contient 1 doit étre considére au moins une
fois

--un carreée a 1 peut étre inclus dans différent groupes autant de
fois desire

--Un groupe de carree doit étre le plus large possible

-- le nombre de carrée dans un groupe doit étre 2", i.e. 2,4,8,...

=> L’expression simplifiée obtenu a partir du diagramme de K
n’est pas unique, le groupage peut se faire de plusieurs manieéres
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2 variables- Karnaugh

AI

A

A'B'

AB'

A'B

AB

F=AB’+AB

F
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2 variables -Exemples

F=X"Y+XY+XY’

X X
R
Y{Ql

11
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3 Variables-Exemples

AB B A
C 00 01 M
Clawe| ase| aso|apc o| O | 2 | 6 | 4
A’B°C | A’BC | ABC | AB’C C{l 1 3 7 5
B
F=XYZ'+XYZ+X'YZ F = XY'Z'+XYZ'
Y
YZ Y X YC% 01 I 10
X\ 00 01 T 10
0 1] 1) 0

1 1 @'E Ul
A —
F=XY+YZ F=X7’
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3 variables -Exemples

F(A,B,C) _.A’BC’+A’B’C’+A’BC+A’B’C

BC

| >F=A

B
A _ 00 01 t—"16
Ola [ 1| 1] 1)
1

-

C

F(A,B,C) = ABC+A’B’C+AB’C+ABC+ABC’
B

e

BC
A.a-

00

01

11

10

0

1

-4
1

1

1

L}

C

F=AB+C

AB
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4 variables-Exemple

> D

AB A
cc?““nx 00 01 11 10
wl 0| 4] 128
01 1 5 13 9
3 | 7|15 |11
C -
10 2 6 14 10

B

Variables A,B,C,D
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4 variables-Exemple

A’B)C)D?

LB / , F = BD+A’B’C’D’
00 01 —11 10 /
Cé% BD AB’D
o UL s ‘r
all [l ]l
10 AB A
00 01 11 % 10
B CD
00
o
01 1
— }D

F=CD+AB’D
(1 [ 1|1 |1
/%
CD -
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Fonction avec des sorties « indéetermineée »

*Exemple

Un nombre en binaire pure est a convertir en un nombre de 5-4-2-1 DCB.
La table de vérité est la suivante.

<
N

2d(10,11,12,13,14,15)

Sorties indéterminées

Pour W, X, Y,Z

|—\|—\|—\|—\|—\c:'C"C:'C"CJE
mRrooocoroooolX
ORPrFRPO0OO0OORRFLROO
OrRPOrROORORF o

J

N Sorties indéterminées

PFRRP PP RPRPRPRROOCOOCOOOOD
PFRPRRPPFPOOOORRREFRPFRPROOOO™
PFRPOORFPOORRPROORRFRLROON
I—‘OI—‘OI—‘OI—‘OI—‘OI—‘OI—‘OI—‘OU
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Karnaugh- sorties « indéterminée »

 Les termes indéterminé sont denotes par un « X »

« X est utilisee pendant le groupage pour augmenter soit le nombre
de 1 soit le nombre de 0 dans un groupe.

 Exemple: F(A,B,C,D)=% m(1,3,7,11,15 avec > d(0,2,5)

CD
AB\ 00 01 11 10

00 (X [1 ][ 1] X

011 0 X/ 1) O
111 0 110

10{ 0 |/0 0
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Solution du décodeur 5-4-2-1 BCD exemple

ABCD [WXY/Z

0000O 00 00O

8 8 (1’ (1, 8 8 2 (1) apres simplifications on obtient:
0100 | 032 00 W=A+BD+BC

0101 10 00 s

0110 | 10 01 X=BC’D’+AD
0111 10 10

1000 10 11 Y=CD+B’C+AD’
1001 11 00

L0100 Z=AD’+A’B’D+BCD’
1011

% 1 8 2 pu Sortie indéterminées

1110

1111 D
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Diagramme de Karnaugh - Exemples

1- Simplifier la fonction suivante en utilisant le Diagramme
de Karnaugh F(A,B,C,D)=2 mi(l,3,4,5,6,7,10,12)

a) Construire le diagramme pour F

AB A |
CD\ 00 01 11 10
oo | © 41| 12| 8
01 1 5 13 =

11 - - - D
3 7 15 11
e N E I ,,

10 2 = 1 14 11C'

11 1LVYVV /L INUuLIIivuwul i



b) Formation de groupes de carrées A’BC’ (D"'D) =A'BC’

A’BC D’
A’BC’
'’ A’BC D
BC’D AR
\QD\ 1 A’BCD
00 H\ | + | A’BC
A’D or||l |1 //' e ABED
11 1 1 ////
A’B 4//10‘/_ / @\

\‘ AB’CD’

c) Ecrire la fonction simplifiée
F(A,B,C,D) =A’B +A’D + BC’D’+ AB’CD’
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o
(ab]
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E 5
c S
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S o
2 5 4 X X
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mn|a | — o
— D <
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| -
o .= o] « o
Oc m ©)s /
=8 /8 = 5
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O 5
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e cdFdo a0 A0 A0 A0 H O —
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10

11

X |-X

01

00

a) Construire le diagramme a
AB

partir de la table de Verite

CD

F

X X X X

— O

— O

O

0/0{0(0]1
0107071210
0017010
01017110
0/1/]0/0]1
0[1]0]1]|1
0/1/1,0]0
011110
1100011

A|B|C D

110701110
110(1]0
111101
111(1]0

— <«
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b) Obtenir la somme de produits pour F

AB
CD 00 01 h1 10
o1 | (1 — C’D’
01 1] X
~— _,BC)
1 X | X
10 X | X
AD’
F=BC’+ C’D’

ITI1500 A. Karmouch

23



Impliquant premier

Lors du groupage faire attention:

* Un groupe doit contenir le maximum de carrées adjacents
—> le groupe est appelée Impliguant premier

« chaque groupe représente un terme produit dans la fonction

» une fonction doit contenir un ensemble minimum de termes

« Lors de la composition de la fonction simplifiée :

- Selectionner les groupes qui contiennent au moins un carree
non couvert par d’autres groupes: Impliquant Premier ESSENTIEL

- Ne pas sélectionner les groupes dont les carrées sont tous
couverts par d’autres groupes: Impliquant Premier Optionnel
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c) Obtenir le produits de sommes pour F: 2 ETAPES

1 — utiliser les Minterms pour simplifier F’ et obtenir ’expression
pour F’ pr=p'p+cC

2 - complémenter I’ pour obtenir la forme produit de sommes
F’=(B’D+C)’= (B”+D’).C°
F =(B+D’).C’

AB
cD \ 00 01 11 10
00 X
01|l O X 0 __~B’D
O[T O x|
100 [ 0| x [X - C
\ J
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Somme de produits a deux niveaux

D F=BC'+ C'D’

Produits de sommes a deux niveaux

L F =(B+D).C’
-

ITI1500 A. Karmouch
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Attention a 1’ordre des variables dans la table de K

_.4"_3"':“'
C
At i
A.‘BJC‘JDJ I:":l'l El ll 1':'
F¥yg L iy R e E=T »
H‘H 1 1 1 ABCD
F."i'_1 f.llﬂ_ H'iL. | f."i'd_
B 01 1 A'Coy
FHE f.“::_ ml_l f.ﬂ]+ i B
11
A I
Fiig Mg LT LT
| 1 1 1
- - T
T ™~ aB'cp

AE‘C“D’/ I ‘\‘\\‘ABJE

Note: A'B'C'DY + A'R'CHY = A'B'DY
AB'CIN + AR'CIY = AR'D
A'BDY + AR'DY = BV
A'B'C + AR'C = RB'C”
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le Décodeur a 7 segments -Exemple

Un déecodeur DCB vers sept Segments accepte en entrée une
décimal codeé binaire et le convertit en sa représentation en
segment pour affichage en sortie

D I_I I |_ TUC C

(a) Désignation du segment

N
1

(b) désignation numérique pour affichage
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A- BCD to Seven Segment Decoder

29

x
| | | | m
| | | | ._ﬂl-b

y— fB) % S

= 3

&

<

Al X

[ N <

o

3

oIO O A |HO|d | X|X [X|X X/ X -

=

flOOOlllOllXXXXXX -
ol oo ololHlolH | x|x [x|X x| x
Bl o | O [ o || XX [X| X X| X
N EE G R E G S EEEEE E:
Ol [ | OO | | X|X [X|X X|X
Gl O | O || | [H| X |X [X|Xx x| X
DOlOlOlOlOlOlOlOl
Ololo|d|d ool wo - oo —«
Mo oo dd|[ddA 0o oo H| |-
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AB

AB

€b

CD

00 01 11 10 AB 00 01 11 10
00| 1 1 |1 ool 1l |1 1
01 1 1 1 o1 1
1 11
10 1 1 10 1 1

b =

CD CD

00 01 11 10 00 01 11 10

1 1111 AB
00 ool 1 111
O1f 1 1 1 1 01 1 1
1 "
o[ 1 [1 R
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q CD
00 01 1110

AB
00

01
11

10}
0

i

ol

0
/1

1'\

1

a1t
#1:1

d
d | 1]

10
a=A+BD+BD+C
C

ABCDOO 01 1110
00 [ N[ 0]
o147 1ITIT T
111Ud [ld1{d]l dJ.
1o L) [d )] d

=8+ EFED

b

AB 00 01 111[1
ool 1 Im| 1)
01| 1] 0
11{dlld [ld]]d
10 DT TN
b=CD+CD +B
d

ABCDOO 01 1110
ooUJ 0 [ g
o1[ 0 [M[o [
11_d dlld [d]l
10[M 0 ﬁ’Jﬁl

d=BC'D+B'C+B'D'+CD'



d CD

AB
00

01
11

10

00 01 1110

0

T

0

(

&

0

1
(d

d/

.

1

]

(!

1
d
Gl

)

g=BC+B'C+CD'+A
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Example

 Construire un circuit qui permet de convertir
les chiffres decimaux code suivant

le code 8, 4, -2,-1 encode 8,4,2.1

- Construire la table de vérité

- Simplifie la fonction somme de produits avec
le diagramme de Karnaugh

ITI1500 A. Karmouch
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Les Operations Logiques avec NON-ET (NAND)

X X
y —} (xy2)" Y $ X'yt = ()
{ — {

(a) AND-invert (b) Invert-OR

Deux symboles pour representer NON-ET
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Les Opeérations Logiques avec NON-ET (NAND)

Inverter x

>

X

OR

Do_
e
(x'y') =x+y
y —>o——

Les Opérations Logiques avec NON-ET (NAND) -
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Réalisation avec des portes NON-ET

1 )— T )—
}j} }j}ﬁ

a) Deux niveaux avec ET-OU b) Deux niveaux NON-ET& Inversion -OU

sl
SdP)- I } )
o

c¢) Deux niveaux avec NON-ET
(utiliser ceci a I’exam)

3 manieres de réaliser F=AB + CD
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Réalisation avec des portes NON-ET -Examples

1: (1Y) 2: (XY 4 ((BY)) + (FY)) + @Y=xy'+ Xy 42
3 (Y)Y (XY @)= ()7 + (X)) 7+ (@) =xy + Xy 42

yz Y
00 01 11 10
0 1 1 1
F=xy +x'y +z
xll 1 1 1

LS W
%ﬁj
- X e W

To—
FRED =D S

(b) (c)
Using NAND gates to implement SOP




Les Operations Logiques avec NON-OU (NOR)

X | x —d
y (x+ty+2) y —0 Xy =(x+y+z)
V4 { —0

(a) OR-invert (a) Invert-AND

Les Opérations Logiques avec NON-QOU (NOR)
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Les Opeérations Logiques avec NON-OU (NOR)

Inverter x >C x’

(xty)’ )= (xty)”

X (x+y)’

(' +y) = xy

o
||> : (X' +y’)'=x"y”

AND

Les Opeérations Logiques avec NON-OU (NOR)
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Réalisation avec des portes NON-ET- exemples

@

E.f

PdS avec des NON-OU

Réalisationde F = (A + B)(C +D)E
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Autres réalisations a deux niveaux -Exemples

vz
} O 0O O1 11 10
O 1 O O O F=x'"v'z" + xvz’
F =x'y + xy’ + z
xll O O O 1

(a) Map simplification in sum of products.

v O v
Y — Y —

VD — R - D = = D S
Y — Y —
z z [

AND-NOR NAND-AND

(b)) F=(x'y + xy’ + z)’

N o

X
y
<
S S -
x’
> T ;
<
OR-INAIND NOR-OR
D) F=[(x +y+ z2)y(x" +y + 2]

-

N &

Other Two-level Implementations
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